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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебно-методический комплекс (УМК) дисциплины «Матема-
тика» предназначен для студентов заочной формы обучения инже-
нерно-технических специальностей сельскохозяйственных высших 
учебных заведений. 

 УМК состоит из двух частей. Первая часть данного комплекса 
содержит материалы к тестированию и экзамену по дисциплине 
«Математика» по темам «Элементы линейной и векторной алгеб-
ры», «Аналитическая геометрия», «Введение в анализ», «Диффе-
ренциальное исчисление функций одной переменной», «Неопреде-
ленный интеграл», «Определенный интеграл», «Функции несколь-
ких переменных».  

Во вторую часть УМК входят следующие модули: 
«Комплексные числа», «Дифференциальные  уравнения», 
«Ряды», «Двойной интеграл», «Криволинейный интеграл»,  
«Элементы теории поля», «Теория вероятностей». 

УМК составлен в соответствии с учебной программой по учеб-
ной дисциплине «Математика», разработанной по модульной тех-
нологии обучения. Каждый модуль содержит теоретический мате-
риал,  задачи для управляемой самостоятельной работы студентов, 
разноуровневые задания для контроля знаний по модулю (задания 
репродуктивного уровня отмечены 0 , а задания творческого уровня 
отмечены *), а также примеры итоговых тестов для оценки знаний 
студентов по темам, изученным в семестре. 

В результате изучения дисциплины «Математика» студент 
должен знать: 

- основные понятия и методы линейной и векторной алгебры, 
аналитической геометрии, математического анализа; 

- основные понятия и методы теории вероятностей и 
математической статистики; 

- численные методы решения инженерных задач; 
уметь: 
- решать алгебраические системы уравнений; 
- дифференцировать и интегрировать функции; 
- решать обыкновенные дифференциальные уравнения. 
- составлять математические модели производственных задач, 

решать их математическими методами с применением 
вычислительной техники и анализировать полученные данные. 
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ПОРЯДОК ИЗУЧЕНИЯ МАТЕРИАЛА В  1 СЕМЕСТРЕ 

Учебной программой по изучению дисциплины "Математика" 
для инженерно-технических специальностей вузов сельско-
хозяйственного профиля в первом семестре  предусмотрено изуче-
ние следующих модулей:  
1. Элементы линейной и векторной алгебры. 
2. Аналитическая геометрия. 
3. Введение в анализ. 
4. Дифференциальное исчисление функций одной переменной.  

При подготовке к сдаче экзамена по содержанию названных 
модулей студент должен: 
- внимательно изучить теоретический материал указанных модулей 
с помощью рекомендуемого списка литературы; 
-  изучить краткий конспект с примерами решенных задач по пред-
лагаемому методическому пособию; 
-  протестировать себя с помощью предлагаемых тестовых заданий, 
которые помещены в конце каждого модуля; 
-  при необходимости дополнительно изучить предлагаемые раз-
делы или обратиться за консультацией к преподавателям  кафедры; 
-  протестировать самостоятельно себя по предлагаемому итого-
вому тесту 1 семестра. 
 

УЧЕБНАЯ ПРОГРАММА ПО УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЕ  
«МАТЕМАТИКА» (1 СЕМЕСТР) 

Модуль 1. 
Элементы линейной и векторной алгебры  

1.  Определители 2-го и 3-го порядков, их свойства и вычисление. 
[3], гл.4, §4.3 

2.  Решение систем линейных уравнений по правилу Крамера. [3], 
гл.4, §4.8 

3.  Векторы. Линейные операции над векторами. [3], гл.5, §§5.1,5.2 
4.  Проекция вектора на ось. Свойства проекции. [3], гл.5, §5.4 
5.  Базис. Прямоугольная декартова система координат. Координаты 

вектора и точки. [3], гл. 5, §§ 5.5, 5.6 
6.  Деление отрезка в данном отношении. [3], гл.5, §5.6 
7.  Скалярное  произведение векторов, его свойства и вычисление. 

Приложения скалярного произведения к задачам геометрии и 
механики. [3], гл.5, §5.7 
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8.  Векторное произведение векторов, его свойства и вычисление. 
Геометрический и механический смысл векторного 
произведения.  [3], гл.5, §§5.8, 5.9 

9.  Смешанное произведение векторов, его свойства и вычисление. 
Геометрический смысл смешанного произведения. [3], гл.5, §5.10  

 
Модуль 2. 

Аналитическая геометрия 

1. Понятия уравнений поверхности и линии. [3], гл.6, §§ 6.1-6.3. 
2.  Плоскость и ее основные уравнения. Угол между плоскостями. 

Расстояние от точки до плоскости. [3], гл.6, §6.4. 
3.  Прямая в пространстве и ее основные уравнения. Угол между 

прямыми. [3], гл.6, §6.5. 
4.  Прямая на плоскости и ее основные уравнения. [3], гл. 2, §2.1. 
5.  Угол между двумя прямыми на плоскости. Условия параллельно-

сти и перпендикулярности прямых. Расстояние от точки до 
прямой. [3], гл.2, §2.1. 

6. Кривые второго порядка: окружность, эллипс, гипербола, 
парабола. Канонические уравнения кривых второго порядка. [3], 
гл.2, §§ 2.3-2.10. 

7.  Поверхности второго порядка и их канонические уравнения. [3], 
гл.6, §§ 6.7-6.10. 

 
Модуль 3. 

 Введение в анализ 

1. Определение функции. Способы задания функций. Основные 
элементарные функции. Сложные, неявные функции. Функции, 
заданные параметрически. [1], гл.1, §§ 1-10. 

2. Предел числовой последовательности. Предел функции в точке и 
его геометрический смысл. Односторонние пределы. 
Ограниченные функции. [1], гл.2, §§ 1-3. 

3. Бесконечно малые и бесконечно большие функции. Теоремы о 
связи бесконечно малых и бесконечно больших функций. 
Основные теоремы о бесконечно малых . [1], гл.2, § 4. 

4. Теоремы о пределах суммы, произведения и частного функций. 
[1], гл.2, § 5. 

5. Два замечательных предела. Число е, натуральный логарифм. [1], 
гл.2, §§ 6-8. 
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6. Сравнение бесконечно малых функций. Эквивалентные 
бесконечно малые функции и их применение при вычислении 
пределов. [1], гл.2, §11. 

7. Непрерывность функции в точке, на отрезке. Точки разрыва 
функции и их классификация. [1], гл.2, §9. 

8. Свойства непрерывных функций. [1], гл.2, §10. 
 

Модуль 4. 
Дифференциальное исчисление функций одной переменной 

1. Производная функции, ее геометрический и механический 
смысл. [1], гл.3, §§ 1-4. 

2. Основные правила дифференцирования: производная суммы, 
произведения, частного, сложной и обратной функций [1],           
гл.3,  §§ 1-7, 9, 13. 

3. Таблица производных основных элементарных функций. [1], 
гл.3, §15. 

4. Дифференцирование неявных функций. Логарифмическое 
дифференцирование. Дифференцирование функций, заданных 
параметрически. [1], гл.3, §§ 11, 16. 

5. Уравнения касательной и нормали к кривой. Угол между двумя 
кривыми. [1], гл.3, §26. 

6. Дифференциал функции и его геометрический смысл. [1],    гл.3, 
§§ 20, 21. 

7. Свойства дифференциала. Таблица дифференциалов. Инва-
риантность  формы дифференциала 1-го порядка. [1], гл.3, §20. 

8. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. [1], 
гл.3, §20. 

9. Производные и дифференциалы высших порядков.[1], гл.3, 
§22,23. 

10. Теоремы о среднем: Ролля, Лагранжа, Коши. [1], гл.4, §1-3. 
11. Правило Лопиталя и его применение к раскрытию неопределен-

ностей. [1], гл.4, §§ 4, 5. 
12. Признаки возрастания и убывания функции. [1], гл.5, §2. 
13. Экстремум функции. Необходимый признак экстремума функ-

ции. [1], гл.5, §3. 
14. Первый и второй достаточные признаки экстремума[1],гл5,§§4,5. 
15. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке. [1], 

гл.5, §6. 
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16. Выпуклость и вогнутость графика функции, точки перегиба.  
Необходимое и достаточное условия существования точек       
перегиба. [1], гл.5, § 9. 

17. Асимптоты графика функции и их нахождении. [1],  гл.5, § 10. 
18. Схема исследования функции и построение ее графика.[1], гл.5, 

§11. 
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Модуль 1. 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ И  ВЕКТОРНОЙ  АЛГЕБРЫ 

§ 1. Определители 
 

Прямоугольная таблица  чисел, состоящая из m  строк и n  столб-
цов, называется матрицей размерности nm×  и записывается в ви-
де 

( )
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

mnmm

n

n

ij

aaa

aaa

aaa

aA

...
.....................

...

...

21

22221

11211

.     

Рассмотрим квадратную матрицу размерности  22 × . 
   Определителем  второго порядка называется число 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

−= , 

равное разности произведений элементов главной и побочной диа-
гоналей. 

Пример 1.1.  Вычислить .
51
32

−−
 

Решение. ( ) ( ) 71352
51
32

−=−⋅−−⋅=
−−

. 

  Рассмотрим квадратную матрицу размерности  33 × . 
 Определителем третьего порядка называется число, задаваемое 

равенством 

   
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

+−= .         (1.1) 

Таким образом, вычисление определителя 3-го порядка 
сводится к вычислению алгебраической суммы трех определителей 
2-го порядка. При этом каждое слагаемое в правой части (1.1) есть 
произведение элемента первой строки определителя на 
определитель 2-го порядка, полученный после вычеркивания строки 
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и столбца, на пересечении которых стоит данный элемент. Если 
сумма номеров строки и столбца четная, то перед определителем    
2-го порядка стоит знак “плюс”, если нечетная – то знак “минус”. 

Пример 1.2.  Вычислить
203
112
541

−
. 

Решение. 

.1115282)30(5

)34(4)02(1
03
12

5
23

12
4

20
11

1
203
112
541

=−+−=−+

+−−−−−=+
−

−
−

=
−

 
§ 2. Решение систем линейных уравнений методом Крамера 

 
Рассмотрим систему уравнений 

             

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

....
.........,........................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

                                  (1.2) 

 
Составим определители 

Δ  = 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...
.....................

...

...

21

22221

11211

,        iΔ  = 

nnnnn

n

n

abaa

abaa

abaa

......
..........................
......

......

21

222221

111211

,    ,,...,2,1 ni =  

где Δ  – определитель системы, а iΔ  ( ni ,...,2,1= ) – определитель, 
который получается из определителя Δ  при помощи замены i-го 
столбца соответственно столбцом свободных членов системы (1.2). 

Правило Крамера. Если определитель системы (1.2) ,0≠Δ   то 
система  имеет единственное решение, получаемое по формулам 

Δ
Δ

= i
ix  ,     i = 1, 2, …, n.                               
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Если Δ  = 0, то правило Крамера неприменимо. Система либо 
не имеет решения, либо имеет бесконечно много решений. 

В частности, для системы двух линейных уравнений с двумя 
неизвестными xи y  

⎩
⎨
⎧

=+
=+

,
,

22221

11211

byaxa
byaxa

          при       0
2221

1211 ≠=Δ
aa
aa

 

существует единственное решение  
Δ
Δ

=
Δ
Δ

= 21 , yx , где  

.,
221

111
2

222

121
1 ba

ba
ab
ab

=Δ=Δ  

Пример 1.3. Решить систему уравнений   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=+−

=+−

.1
,135
,342

zyx
zyx
zyx

 

Решение.Находим определители 

=Δ =
−
−

+−−
−
−

=
−
−
−

11
51

1
11
31

)4(
11
35

2
111
351
142

 

08)51(1)31(4)35(2 ≠−=+−+−++−= , 

=Δ1 =
−
−−

+
−

−−
−
−

=
−
−−
−

11
51

1
11
31

)4(
11
35

3
111
351
143

16)51(1)31(4)35(3 −=++−−++−= , 

=Δ2 =−
111
311
132

0)11(1)31(3)31(2 =++−−−− , 

=Δ3 =
−

−−
−

111
151
342

8)51(3)11(4)15(2 =+−+++−− . 

Значит,  ,2
8

161 =
−
−

=
Δ
Δ

=x     ,0
8

02 =
−

=
Δ
Δ

=y     .1
8

83 −=
−

=
Δ
Δ

=z  
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§ 3. Векторы 
 
1. Основные определения 

Вектором называется направленный отрезок. Обозначают 
вектор: AB , ar . 

Расстояние между началом и концом вектора называется его 
длиной или модулем. Обозначают модуль вектора: || AB , ar . 

Вектор, начало и конец которого совпадают, называется 
нулевым вектором 0

r
. 00 =
r

, а направление можно считать любым. 

Вектор, длина которого равна 1, называется единичным 
вектором (или ортом). 

Векторы называются коллинеарными, если они параллельны 
одной прямой. Если ar  коллениарен b

r
, то пишут .|| ba

rr  
Векторы называются компланарными, если они параллельны 

одной плоскости. 
Векторы называются равными, если они коллинеарны, равны 

по длине и одинаково направлены. 
 

2. Линейные операции над векторами 
Произведением вектора аr  на число (скаляр) λ называется 

новый вектор, имеющий длину аr⋅λ ||  и направленный одинаково с 
аr  при λ > 0 или направленный противоположно с аr  при λ < 0. 

Для сложения двух векторов ar  и b
r

 применяют правило 
параллелограмма (рис. 1.1) или правило треугольника (рис. 1.2). 

 
           Рис. 1.1                                                   Рис. 1.2 

Для сложения трех некомпланарных векторов применяют пра-
вило параллелепипеда. 

В общем случае для сложения любого числа векторов приме-
няют правило многоугольника (рис. 1.3). 

ar b
r

ba
rr

+

ar  

b
r

ba
rr

+
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           Рис. 1.3                                              Рис. 1.4 

Разностью     векторов b
r

  и  ar     называется     третий    вектор cr  
 ( cr = b

r
– ar ), который нужно сложить с вектором ar , чтобы получить 

вектор b
r

 (рис. 1.4). 
 

§ 4. Проекция вектора на ось 
 

Всякая прямая, на которой указано направление, называется 
осью. 
Углом между вектором и осью называется угол между вектором 

и положительным направлением оси. 
Проекцией вектора AB  на ось l  называется число, равное произ-

ведению длины этого вектора на косинус угла между вектором и 
осью, т.е.  

ϕ⋅= cosпр ABABl . 

Если угол ϕ  – острый, то 0пр >ABl  (рис. 1.5), если ϕ  – тупой , 

то 0<ABlпр  (рис. 1.6). 
                                      В              В 
                 А                                                     А 
 
              ϕ                                                                              ϕ 
         
                  А1            В1      l               В1                 А1                     l 
          0|| 11 >= BAABlпр               0|| 11 <−= BAABlпр       
      

            Рис. 1.5                                           Рис. 1.6 
Свойства проекций 
1. ,aa rr

ll прпр λλ =    )( const=λ . 
2. .прпр)(пр baba lll

rrrr
+=+  

ar

b
r

abc rrr
−=

edcba rrrrr
++++

er
d
r

cr

ar
b
r
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§ 5. Прямоугольная система координат.   
Координаты вектора и точки 

 
Базисом трехмерного пространства называется совокупность 

трех взаимно перпендикулярных единичных векторов (ортов) 
.,, kji                  .1,,, ===⊥⊥⊥ kjikjkiji

r
 

Эти векторы определяют соответственно оси: Ох – ось абсцисс, 
Оу – ось ординат, Оz – ось аппликат (рис. 1.7).  
            z                                                              z 
                                                                                   
                                                                                  Z    
                             
           k  

                                                                           k                        Y                 у  
        i               j                                            i      О 
                                                             М1       X                
        x 
                                                                х        
                Рис. 1.7                                                              Рис. 1.8 

Совокупность );;;( kjiO
r

 начала координат и векторов базиса 
называется  прямоугольной декартовой системой координат. 

Рассмотрим вектор а в прямоугольной декартовой системе ко-
ординат. 

Определение. Координатами вектора а  называются проек-
ции этого вектора на координатные оси. Пишут  

),,,( ZYXа =  где ,апрX Ох=   ., aпрZапрY ОzОу ==  

Поместим этот вектор в начало координат, т.е. .OМa =  Обо-
значим проекции точки М на координатные оси 321 ,, МММ  и по-

строим на векторах  321 ,, OМOМOМ  параллелепипед (рис.1.8).    
По правилу параллелепипеда 

.321 ОМОМОМОМа ++==  

Но  kZОМjYОМiХОМ === 321 ,,
r

. 

М2 

М3 

O 
y 

М 

j  
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Поэтому вектор а  можно представить в виде    
       kZjYiХа ++=

r
                                     (1.3) 

и дать другое определение координат вектора. 
Определение.  Коэффициенты X, Y, Z  разложения вектора а по 

векторам  kji ,,
r

 называются координатами вектора.  

Формула  (1.3) задает представление вектора а в системе орт. 
Определение. Координатами точки М называются координа-

ты ее радиус-вектора ОМ . Пишут ),,( zухМ . 
Приведем некоторые формулы, которыми будем пользоваться в 

дальнейшем. 
1. Действия над векторами, заданными своими координатами. 
1) Если ),,( zyxа = , то ),,( zyxa λλλ=λ , .const=λ  

2) Если ),,( 111 zyxa = и   ),,,( 222 zyxb = то 

).,,( 212121 zzyyxxba +++=+  
2. Условие равенства векторов. 

.,, 212121 zzyyxxba ===⇔=  
3. Условие коллинеарности векторов. 

,)(||
2

1

2

1

2

1

z
z

y
y

x
x

babа ==⇔λ=  то есть координаты коллине-

арных векторов пропорциональны. 
4. Длина вектора.  

,222 zyxa ++=       ),,( zyxа = . 

5. Вычисление координат и длины вектора через координаты 
его начала и конца. 
Если А(хА ,уА ,zA), B(хB ,уB ,zB ), то =АВ (хB – хА; уB – уА ; zB – zA ) ,   

.)()()( 222
АВАВАВ zzyyxxAB −+−+−=  

6. Координаты середины отрезка АВ: 

.
2

,
2

,
2

BA
C

BA
C

BA
C

zz
z

yy
y

xx
x

+
=

+
=

+
=  
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Пример 1.4. Даны точки А(5, 3, – 2) и В(3, 0, 4). Записать вектор 
АВ  в системе орт и найти  его длину. 
Решение.  

)6,3,2()24,30,53( −−=+−−=АВ  или ,632 kjiАВ +−−=  

7493694 ==++=AB . 

 
§ 6. Скалярное произведение векторов 

 
Определение. Скалярным произведением векторов ar  и 
b
r
называется число, обозначаемое ba

rr
⋅  и равное произведению 

длин этих векторов на косинус угла между ними: 
ϕ⋅⋅=⋅ cos|||| baba

rrrr   
(ϕ  – угол между векторами ar  и b

r
). 

Свойства скалярного произведения: 
1. abba rrrr

⋅=⋅ ; 
2. )()( baba

rrrr
⋅λ=⋅λ ; 

3. ( ) саbасba rrrrrrr
⋅+⋅=+⋅ ; 

4. ⇔=⋅ 0bа
rr bа

rr
⊥ ,  0,0 ≠≠ bа . 

Если ( )111 ,, zyxa =
r и ( )222 ,, zyxb =

r
, то скалярное 

произведение равно сумме произведений одноименных координат:   
.212121 zzyyxxba ++=⋅

rr  

Приложения скалярного произведения к задачам геометрии и 
механики. 

1. Угол между векторами 

.cos
bа

ba
r

rr

⋅

⋅
=ϕ  

2. Проекция вектора на направление другого вектора 
Так как ϕ⋅⋅=⋅ cos|||| baba

rrrr = ,прпр аbbа bа
rrrr

rr =  то 

                            
||

пр
а

bab
a r

rr
⋅

= ,                      .
||

пр
b

baa
b

r

rr
⋅

=  
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3. Работа силы (механический смысл скалярного произведения). 
Работа А силы F  при прямолинейном перемещении тела на вектор 
S  под действием силы F  равна скалярному произведению вектора 
силы на вектор перемещения:  

SFA ⋅= . 
Пример 1.5. Дан треугольник с вершинами )1,1,1(A , )4,3,2(B , 

)2,3,4(C . Найти угол A∠  и проекцию вектора AB  на вектор AC . 
Решение. Находим координаты векторов: 

AB ),3,2,1()14,13,12( =−−−=  AC ).1,2,3()12,13,14( =−−−=  

Тогда     ,
7
5

14
10

149941
132231

||||
cos ==

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=

⋅
=∠

ACAB
ACABA  

.
7
145

14
10

||
пр ==

⋅
=

AC
ACABAB

AC
 

Пример 1.6. Найти работу силы kiF
rrr

32 −= , если ее точка 
приложения движется прямолинейно из точки ),,(A 312 −  в точку 

).5,1,6(B  
Решение.  Найдем вектор S

r
 перемещения:  

).2,2,4()35,11,26( =−+−== ABS
r

 

Тогда работа         SFA ⋅= = .268232042 =−=⋅−⋅+⋅  
 

§ 7. Векторное произведение векторов 
 

Определение. Векторным произведением векторов аr  и b
r

 
называется вектор сr , обозначаемый bac

rrr
×= , который 

удовлетворяет следующим трем условиям: 
1. ;sin|| ϕ⋅⋅=×= babaс

rrrrr  

2. ⊥cr аr , ⊥cr b
r

; 
3. тройка cba rrr ,,  – правая (т.е. при наблюдении из конца  

вектора сr  кратчайший поворот от аr  к b
r

 виден совершающимся 
против часовой стрелки    (рис. 1.9). 
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                                             сr                
                                                        b

r
 

                                                      ϕ      
                                                     аr  
 
                                                            Рис. 1.9 
 
Свойства векторного произведения 
1. )( abba rrrr

×−=× ; 
2. )()( baba

rrrr
×λ=×λ ; 

3. cabacba rrrrrrr
×+×=+× )( ; 

4. baba
rrrr ||0 ⇔=× . 

Если ( )111 ,, zyxa =
r  и ( )222 ,, zyxb =

r
, то векторное произведение 

вычисляется по формуле 

222

111

zyx
zyx
kji

ba

rrr

rr
=× . 

 
Приложения векторного произведения к задачам геометрии 

и механики. 
1. Площадь параллелограмма (геометрический смысл 

векторного произведения). 
||sin|||| babaS

rrrr
×=ϕ= . 

Площадь треугольника ||
2
1 baS

rr
×=Δ . 

2. Момент силы (механический смысл векторного 
произведения). 

Пусть точка А твердого тела закреплена, а в точке В приложена 
сила F

r
. Тогда возникает вращающий момент  

FABM
r

×= . 
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Пример 1.7. Вычислить площадь треугольника с вершинами 
)4,3,7(A , )6,0,1(B , )2,5,4( −C . 

Решение. Находим векторы AB ),2,3,6( −−= AC ).6,2,3( −−=  Вы-
числяем векторное произведение 

AB × AC = =
−

−−
+

−−
−

−
−

−
=

−−
−−

23
36

63
26

62
23

623
236 kji
kji

rrr

rrr

 

.214214 kji
rrr

−−=  
Тогда  

.5,24
2
493627

2
1214214

2
1||

2
1 222222 ==++⋅=++=×=Δ ACABS  

Пример 1.8. Найти момент силы kjiF
rrrr

4−+= , приложенной в 
точке ( )1,2,3 −A  относительно начала координат. 

Решение. Вектор плеча силы ( )1,2,30 −=A . Тогда момент   

=
−
−=×=

411
1230

kji
FAM

rrr

r
 

.117
11
23

41
13

41
12

kjikji
rrrrrr

++−=+
−
−

−
−
−

=  

 
§ 8. Смешанное произведение векторов 

 
Определение. Смешанным произведением  трех векторов аr , b

r
, сr  

называется число 
cbacba rrrrrr
⋅×= )(  

Если ( ) ,,, 111 zyxa =
r  ( ) ,,, 222 zyxb =

r
 ( )333 ,, zyxс =r , то 

333

222

111

zyx
zyx
zyx

сbа =
rrr . 
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Приложения смешанного произведения к задачам геометрии 
1. Объем параллелепипеда, построенного на векторах аr , b

r
, сr  

(геометрический смысл смешанного произведения). 
|| cbaV rrr

= . 

Объем пирамиды                  ||
6
1 cbaV rrr

= . 

2. Условие компланарности векторов: 

cba rrs ,,  – компланарны    ⇔      0=cba rrr     ⇔      .
zyx
zyx
zyx

0

333

222

111

=  

Пример 1.9. Вычислить объем пирамиды с вершинами  в точках 
)0,0,2(A , )0,3,0(B , )6,0,4(C , )8,3,2(D . 

Решение. Находим векторы  )0,3,2(−=AB , AC )6,0,2(= , 

AD )8,3,0(= . Вычислим смешанное произведение этих векторов: 

AB AC AD = −−−=+−−=
−

)180(20
80
62

3
83
60

2
830
602
032

 

124836)016(3 −=−=−− . 

Тогда                 
6
1

=V | AB AC AD | = 
6

|12| − = 2. 

Пример 1.10. Выяснить, лежат ли точки ( ),0;2;1A  
( ) ( ) ( )3;2;4,2;1;2,1;0;2 DCB  в одной плоскости. 

 Решение. Если точки D,C,B,A  лежат в одной плоскости, то      

векторы AB , AC , AD   также лежат в одной плоскости, то есть       
компланарны. Запишем условие компланарности  векторов: 
AB ⋅⋅ AC ⇒= 0AD  

( ) =
−

⋅+⋅−−
−

⋅=−
−

03
11

3
33
21

2
30
21

1
303
211
121

 

( ) ( ) ,09633036323 =+−−=++−+−=  
Следовательно, точки DCBA ,,,  лежат  в одной плоскости. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ  УПРАВЛЯЕМОЙ 
 САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ  

 
1. Вычислить определители  

а) 
96
75

;                                 б)
641
015
213

− . 

2. Решить системы уравнений по правилу Крамера 

а) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

,32
,53

yx
yx

                        б) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=++
=−+

.72
,032

,12

zyx
zyx
zyx

 

3. Вершинами пирамиды являются точки ( )0;4;1 −A , ( )2;0;5 −B , 
( )10;7;3 −C , ( )1;2;1 −D . Найти  

1)  угол между векторами 
→

AB  и 
→

AC ; 
2) площадь грани ABC ; 
3) объем пирамиды ABCD . 

4. Установить, при каком значении α  векторы kjia
rrrr

+α+= 2  и 
kjib
rrrr

234 −+=  ортогональны. 

5. Копмпланарны ли векторы ,32,3 kjibkjia
rrrrrrrr

−+=+−=  
?2 kjic
rrrr

++=  

6. Найти работу силы kjiF
rrrr

+−= 2  при перемещении из точки 
)4;3;2( −M  в точку ).3;2;1(−N  

7. Вычислить момент силы )5;3;2( −=F
r

, приложенной в точке  
)3;5;1( −A , относительно точки ).2;1;2(B  
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №1 

10.  Определитель  
34
21

−
 равен: 

а) – 11;                  б) 12;                     в) – 4;                 г) 11. 

20. Если ( )6,5,3=тr , то проекция этого вектора на ось Oz равна 
а) 3;                       б) 5;                       в) 6;                    г) 14. 

30. Длина вектора kjia
rrrr 22 +−=  равна  

а) 7 ;                   б) 9;                       в) 3;                     г) 3 . 

4. Если 
2

1

2

1

2

1

z
z

y
y

x
x

==  для  ( )111 ,, zyxa =
r  и ( )222 ,, zyxb =

r
, то ar и b

r
 

а)ортогональны;    б)компланарны;      в)коллинеарны;      г)равны. 

5. Если для ненулевых векторов 0=⋅ nm rr , то векторы nm rr ,  
а)равны;     б)ортогональны;      в)коллинеарны;     г)компланарны. 
6. Площадь треугольника, построенного на  ar  и b

r
находится по 

формуле: 

а) ;
2
1 baS

rr
×=Δ    б) ;

2
1 baS

rr
+=Δ    в) ;

2
1 baS

rr
×=Δ      г) .

2
1 baS

rr
=Δ  

7*. Проекция вектора ( )111 ,, zyxa на направление вектора 
( )222 ,, zyxb
r

 находится по формуле: 

а) ;
a

baaпрb r

rr
r

r
⋅

=                      б) ;
2
1

2
1

2
1

212121

zyx

zzyyxx
aпрb

++

⋅+⋅+⋅
=

r
r  

в) ;
a

baaпрb r

rr
r

r
×

=                     г) .
2
2

2
2

2
2

212121

zyx

zzyyxx
aпрb

++

⋅+⋅+⋅
=

r
r    

8*. Если ( )3,0,1 −A , ( )1,2,5B , то координаты середины отрезка 
AB  равны  
а) ( );2;1;2           б) ( );2;2;6 −        в) ( );5,1;0;5,2 −         г) ( ).1;1;3 −  

9*. Скалярное произведение векторов jia
rrr

−= 2   и kjb
rrr

−=  
равно: 

а) числу 5;     б) вектору c (2;1;-1);      в) числу –1;         г) числу 1. 
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Модуль 2.  АНАЛИТИЧЕКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

§ 1. Плоскость и ее основные уравнения 
 

Рассмотрим плоскость P  в прямоугольной декартовой системе 
координат. Положение плоскости вполне определяется точкой 

PzyxM ∈),,( 0000  и вектором нормали )0(),,(
rrr

≠⊥= nPCBAn  
(рис. 2.1). 
                                           z 
 
                                                                    ),,( CBAn =

r
 

 
                                                   M0 
 
                                                                         M1         P     
                                         0                                               y 
 
                          х                             Рис. 2.1 

Возьмем любую точку PzyxM ∈),,(  и построим вектор 

),,( 0000 zzyyxxMM −−−= . Так как MMn 0⊥
r

, то скалярное 

произведение  ,00 =⋅ MMnr  или  
.0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA                      (2.1) 

Получили уравнение плоскости, заданной точкой ),,( 0000 zyxM  и 
вектором нормали ),,( CBAn =

r . 
Если  в уравнении (2.1) раскрыть скобки и обозначить 

000 CzByAxD −−−= , то  получим общее уравнение плоскости: 
            )0(0 222 >++=+++ CBADCzByAx .          (2.2) 
Теорема. Всякое уравнение вида (2.2) определяет некоторую 

плоскость в пространстве. 
Если в уравнении (2.2) какой-либо из коэффициентов CBA ,,  равен 
нулю, то плоскость расположена параллельно той оси, координата 
которой отсутствует в уравнении. Например, при 0=A  плоскость 

0=++ DCzBy  параллельна оси Ox ; при 0== BA  плоскость 
0=+ DzC  параллельна осям  Ox  и Oy , т.е. плоскости xOy  и т.д. 

(табл. №1).  
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Частные случаи расположения плоскости,  
определяемой общим уравнением  

0=+++ DCzByAx : 
Таблица №1 

 
1. Плоскость параллельна оси Ох. 

 

  
А=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 

0=++ DCzBy  
 

 
2. Плоскость параллельна оси Оy.  

 

 
B=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 

0=++ DCzAx  

 
3. Плоскость параллельна оси Оz. 
 

 
 

C=0 
Общее уравнение будет иметь вид: 

0=++ DByAx  

 
4. Плоскость перпендикулярна оси 
Оz (параллельна плоскости xOy) 
 

 
 

А=В=0 
Общее уравнение будет иметь вид: 

0=+ DCz  
 

 
 

Х
Y 

Х 

Z

Y

Х

Z

Y 

Z

Х Y

Z
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5. Плоскость перпендикулярна оси 
Оy (параллельна плоскости xOz). 

 
А=С=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=+ DBy  

6. Плоскость перпендикулярна оси 
Оx (параллельна плоскости yOz). 

 
С=В=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=+ DAx  

7. Плоскость проходит через ось Ох 

 
А=D=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=+ CzBy  

8. Плоскость проходит через ось Оy 

 
B=D=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 

0=+ CzAx  

9. Плоскость проходит через ось Оz 

 
C=D=0 

Общее уравнение будет иметь 
вид: 0=+ ByAx  

10. Плоскость проходит через 
начало координат 

 

D=0  
Общее уравнение будет иметь вид: 

0=++ CzByAx  

Х

Z

Y
Х

Z

Y

Х 

Z 

Y 

Х

Z

Y 

Х

Z 

Y
Х

Z

Y
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Пусть в уравнении (2.2) ни один из коэффициентов D,C,B,A  
не равен 0. Перепишем уравнение (2.2) в виде DCzByAx −=++ , 
разделим обе части этого равенства на D−  и обозначим 

c
C
Db

B
Da

A
D

=−=−=− ,, .Получим уравнение плоскости в отрезках:  

,1=++
c
z

b
y

a
x

                                      (2.3) 

где cba ,,  – это величины направленных отрезков, отсекаемых 
плоскостью на осях координат (рис. 2.2). 

Если три точки ),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM , ),,( 3333 zyxM  не 
лежат на одной прямой, то через эти точки проходит единственная 
плоскость (рис. 2.3). Уравнение плоскости, проходящей через три 
точки, имеет вид: 

.0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

                           (2.4) 

 
                      z                                                         z 
                                                                                                M 
 
 
                            c 
 
                             0      b                        y                    0                                 
y 
                      a 
           x                                                         x 
 
                         Рис. 2.2                                              Рис. 2.3 

Пусть  даны  две  плоскости  1P : 01111 =+++ DzCyBxA  и        

2P : 02222 =+++ DzCyBxA . Угол ϕ  между двумя плоскостями  
равен углу между их векторами нормали: 

  
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA

nn

nn

++⋅++

++
=

⋅

⋅
=ϕ . 

M1 

M2 
M3 
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При этом 
   021212121 =++⇔⊥ CCBBAAPP  (условиеперпендиулярности 

  плоскостей), 

2

1

2

1

2

1
21 ||

C
C

B
B

A
A

PP ==⇔   (условие параллельности плоскостей). 

Расстояние d  от точки ),,( 1111 zyxM  до плоскости 
0=+++ DCzByAx  определяется по формуле  

222

111 ||

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= . 

Пример 2.1. Даны две точки )1,0,2(1 −M  и )2,4,1(2M . Записать  
уравнение плоскости, проходящей через точку 1M  

перпендикулярно вектору .21MM  

Решение. Поскольку искомая плоскость перпендикулярна 21MM , 
то в качестве вектора нормали nr  возьмем вектор 

)1,4,3(21 =MM (рис.2.4). 
                                          М2 
                                                   nr  
 
                                          М1 
                                                                     Рис. 2.4 
Подставив теперь в уравнение 0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA  

1,4,3 === CBA , а также координаты точки 1M : 
1,0,2 000 ==−= zyx , получим уравнение 

0)1(1)0(4)2(3 =−+−++ zyx   или  0543 =+++ zyx  
– это и есть искомое общее уравнение плоскости. 
Пример 2.2. Найти величины отрезков, которые отсекает плоскость 

012432 =−+− zyx  на осях координат. 
Решение. Преобразуем уравнение плоскости: 

12432 =+− zyx ,       1
12
4

12
3

12
2

=+−
zyx ,         1

346
=+−

zyx . 

Получили уравнение плоскости в отрезках (см. 2.3). 
Следовательно, данная плоскость отсекает на осях координат отрез-
ки .3,4,6 =−== cba  
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Пример 2.3. Записать уравнение плоскости, проходящей через 
точки ( ) ( ) ( )9,8,4,1,6,1,3,2,1 −−− CBA .  
Решение. Подставляя в уравнение (2.4) координаты точек C,B,A , 
получим уравнение:  

0
392814

312611
321

=
+−−−
+−−−
+−− zyx

 или  0
663

442
321
=

−
−

+−− zyx
. 

Разложив определитель по элементам первой строки, получим ис-
комое уравнение плоскости:  

( ) ( ) ( ) ,0
63
42

3
63

42
2

66
44

1 =
−

++
−

−
−−

−
− zyx  

( ) ( ) ( ) ,032420148 =+−−⋅−−− zyx    или   ( ) ( ) ,0312 =++− zx  
,0322 =−+− zx       .052 =−+ zx  
 

§ 2. Прямая в пространстве  и ее основные уравнения 
 

Рассмотрим прямую l  в прямоугольной декартовой системе  
координат. Положение прямой в пространстве вполне определяется 
точкой lzyxM ∈),,( 0000   и направляющим вектором 

lpnms ||),,(=
r  )0(

rr
≠s  (рис. 2.5). 

                                         z 
                                                                     ),,( pnms =r  
                                               M0 
 
                                                                        M                  l 
 
                                             0                                                 y 
                                x                        

Рис. 2.5 
Возьмем любую точку lzyxM ∈),,(  и построим вектор 

sMM r||0 , из условия коллинеарности этих векторов получим 
канонические уравнения прямой в пространстве: 

               
p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−

.                            (2.5) 
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Обозначим в (2.5) коэффициент пропорциональности через t  и 
выразим через t  переменные zyx ,, . Приходим к параметрическим 
уравнениям прямой в пространстве: 

 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

,
,
,

0

0

0

ptzz
ntyy
mtxx

              t  – параметр.                (2.6) 

Уравнение прямой, проходящей через две точки ),,( 1111 zyxM  и 
),,( 2222 zyxM , имеет вид: 

      .
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

                         (2.7) 

Рассмотрим две плоскости 1P : 01111 =+++ DzCyBxA  и            

2P : 02222 =+++ DzCyBxA . Если эти плоскости не параллельны, 
то они пересекаются по прямой, задаваемой системой уравнений: 

 

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

                              (2.8) 

Система (2.8) называется общими  уравнениями прямой в 
пространстве. 
Направляющий вектор sr  прямой  (2.8) можно найти по формуле  
 

.

222

11121

CBA
CBA
kji

nns

rrr

rrr
=×=  

Угол ϕ  между двумя прямыми 1l  и 2l  равен углу между их 
направляющими векторами ),,( 1111 pnms =

r  и ),,( 2222 pnms =
r : 

 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21

||||
cos

pnmpnm

ppnnmm
ss
ss

++⋅++

++
=

⋅
=ϕ rr

rr

. 

При этом 

021212121 =++⇔⊥ ppnnmmll   (условие перпендиулярности 
прямых), 
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2

1

2

1

2

1
21 ||

p
p

n
n

m
m

ll ==⇔   (условие параллельности прямых). 

Угол ψ  между прямой 
p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−

 и плоскостью  

0=+++ DCzByAx  определяется по формуле  
 

222222

||sin
pnmCBA

CpBnAm

++⋅++

++
=ψ . 

При этом 

   0|| =++⇔ CpBnAmPl   (условие параллельности прямой и  
плоскости), 

p
C

n
B

m
APl ==⇔⊥   (условие перпендиулярности  прямой и  

плоскости). 

Пример 2.4. Составить канонические и параметрические уравнения 

прямой, проходящей через точки )1,2,3(1 −M  и )1,2,4(2M . 

Решение. Подставляем в формулу (2.7) координаты точек 1M  и 

2M :                                       
11
1

22
2

34
3

+
+

=
−
−

=
−
− zyx

 

или   
2

1
0

2
1

3 +
=

−
=

− zyx  – канонические уравнения прямой (нуль в 

знаменателе означает, что направляющий вектор )2,0,1(=sr  пер-
пендикулярен оси Oy , т.е. прямая перпендикулярна оси Oy ). 

Запишем параметрические уравнения прямой: 

tzyx
=

+
=

−
=

−
2

1
0

2
1

3  

   ,tz,y,tx 21023 =+=−=−  

        tz,y,tx 2123 +−==+= . 
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Пример 2.5. Проверить, являются ли прямая 
1
1

2
2

3
3

−
+

=
−

=
− zyx  и 

плоскость 05246 =+−+ zyx  а) параллельными; б) перпендикуляр-
ными. 
Решение. Запишем координаты направляющего вектора sr  прямой 

и вектора нормали nr  плоскости:  ( )1;2;3 −=sr ,  ( )2,4,6 −=nr . 

а) прямая параллельна плоскости, если ns rr
⊥  ⇒  0=⋅ ns rr . 

( ) ( ) .0282818214263 ≠=++=−⋅−+⋅+⋅=⋅ ns rr  
Следовательно, прямая и плоскость не параллельны. 

б) прямая перпендикулярна плоскости, если n||s rr , то есть коорди-
наты векторов пропорциональны.  

Так как   2
1
2

2
4

3
6

=
−
−

== , то прямая и плоскость перпендикулярны. 

 
§ 3. Прямая на плоскости и ее основные уравнения 

 
Уравнение прямой с угловым коэффициентом k  имеет вид  

bkxy +=   или  )( 00 xxkyy −=− , 

где αtg=k  – угловой коэффициент прямой, b  – величина отрезка, 
отсекаемого этой прямой на оси Oy , ),( 00 yx   – точка, лежащая на 
прямой (рис. 2.6). 
           y                              y                                  y 
                             l                         ),( BAn =

r                      s = (m, n) 
                     M0(x0, y0)  
                  b                                     M0(x0, y0)                       M0(x0, y0) 
          α 
            0                  x         0             l         x          0                 l         x 
 
        Рис. 2.6                        Рис. 2.7                         Рис. 2.8 
 

Кроме того, прямую l на плоскости можно задать вектором 
нормали lBAn ⊥= ),(r  и точкой lyxM ∈),( 000  (рис. 2.7). Получим 3 
уравнения, аналогичные уравнениям (2.1) – (2.3) для плоскости: 
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0)()( 00 =−+− yyBxxA  – уравнение прямой, 

заданной точкой и вектором нормали; 

0=++ CByAx  – общее уравнение прямой; 

1=+
b
y

a
x  – уравнение прямой в отрезках. 

Прямая l на плоскости также определяется направляющим век-
тором lnms ||),(=

r  и точкой lyxM ∈),( 000  (рис. 2.8). Получим еще 
3 уравнения, аналогичные уравнениям (2.5) – (2.7) прямой в 
пространстве: 

n
yy

m
xx 00 −

=
−

 – каноническое уравнение прямой; 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

ntyy
,mtxx

0

0  – параметрические уравнения прямой; 

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

 – уравнение прямой, проходящей  

через две точки ),( 111 yxM  и ),( 222 yxM . 

Угол ϕ  между двумя прямыми, заданными уравнениями:             
l1:   11 bxky +=         и         l2: 22 bxky +=   можно найти по формуле   

21

12

1
tg

kk
kk
⋅+

−
=ϕ ; 

при этом  

,kkll 12121 −=⇔⊥ т.е. 
2

1
1
k

k −=  (условие 

 перпендиулярности прямых), 
2121 || kkll =⇔ (условие параллельности прямых). 

Расстояние d  от точки ),( 111 yxM  до прямой 0=++ CByAx  
вычисляется по формуле    

22

11 ||

BA

CByAx
d

+

++
= . 
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Пример 2.6.   Записать уравнения прямых, проходящих через точку  
M(– 2, 1) параллельно и перпендикулярно прямой 01243 =+− yx . 
Решение. Перепишем общее уравнение прямой 01243 =+− yx  

)(l , выразив из него переменную y :       3
4
3: += xyl . 

                                   y                     
                l2                                      l        l1   
                                        
                                         
                                                             
                                   M       1    
               -4       –2            0                                             х 
 
                                                                                                                   

Рис. 2.9 

Получили уравнение прямой с угловым коэффициентом 
4
3

=k . За-

пишем уравнение прямой l||l1  и проходящей через точку M(– 2, 1). 
Поскольку для параллельных прямых угловые коэффициенты 

равны, т.е. 
4
3

1 == kk , то     

1l : )2(
4
31 +=− xy  или 

.yx,xy 010436344 =+−+=−  

Составим уравнение прямой ll ⊥2 , проходящей через точку      
M(– 2,1). Так как угловые коэффициенты перпендикулярных 

прямых связаны соотношением 
3
41

2 −=−=
k

k , то 

2l : )2(
3
41 +−=− xy  или 

.yx,xy 05348433 =++−−=−  

Прямые 21 ,, lll  изображены на рис. 2.9. 
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§ 4. Кривые второго порядка 
 

Кривой второго порядка называется линия, уравнение которой 
в декартовой системе координат имеет вид 

,0222 22 =+++++ FEyDxCyBxyAx                    (2.9) 

где коэффициенты А, В, С одновременно не обращаются в нуль. 
При    А = В = С = 0  уравнение (2.9) задает прямую, которая назы-
вается линией первого порядка. 

К числу линий второго порядка относятся окружность, эллипс, 
гипербола и парабола. 

1. Окружностью называется множество точек плоскости, рав-
ноудаленных от данной точки (центра). 

Если центр окружности поместить в начало координат, то ка-
ноническое уравнение окружности радиусом R имеет вид 

 

.222 Ryx =+  

Если центр окружности находится в точке ),( 00 yxC , то ее уравне-
ние записывается в виде     

.)()( 22
0

2
0 Ryyxx =−+−  

Эта окружность изображена на рис. 2.10. 
 

2. Пусть на плоскости заданы две точки 1F  и 2F , расстояние 
между которыми равно 2с, и задано число .ca >  

Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма рас-
стояний от которых до двух данных точек  1F  и 2F  (фокусов) есть 
величина постоянная, равная 2а. 

Если систему координат выбрать так, как указано на рис.2.11, 
то каноническое уравнение эллипса запишется в виде 

,12

2

2

2

=+
b
y

a
x  

где ,cab 222 −=  а  – большая, b – малая полуоси эллипса (при a>b). 
Фокусы эллипса  расположены в точках )0,(1 сF −  и )0,(2 cF .  

Окружность есть частный случай эллипса при a = b. 
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3. Пусть на плоскости заданы две точки 1F  и 2F , расстояние 
между которыми равно 2с, и задано число a < c. 

Гиперболой  называется множество точек плоскости, модуль 
разности расстояний от которых до двух данных точек 1F  и 2F  
(фокусов) есть величина постоянная, равная 2а. 

Если систему координат выбрать так, как указано на рис. 2.12, 
то каноническое уравнение гиперболы запишется в виде 

,12

2

2

2

=−
b
y

a
x  

где ,acb 222 −= а – действительная, b – мнимая полуоси гипербо-
лы.  

Гипербола состоит из двух ветвей и расположена симметрично 
относительно координатных осей. При этом ее ветви при удалении в 

бесконечность как угодно близко подходят к прямым ,x
a
by ±= ко-

торые называются асимптотами гиперболы. 
При построении гиперболы вначале строят основной прямо-

угольник со сторонами byax ±=±= , . Затем через противополож-
ные вершины этого прямоугольника проводят прямые, которые яв-
ляются асимптотами гиперболы. Вершины гиперболы расположены 
в точках с координатами (–а,0) и (а,0), а фокусы – в точках )0,(1 сF −  
и )0,(2 cF  (рис. 2.12). 

Уравнение 12

2

2

2
−=−

b
y

a
x  (или 12

2

2

2
=+−

b
y

a
x ) также задает ги-

перболу, сопряженную с гиперболой 12

2

2

2
=−

b
y

a
x . Действительная и 

мнимая  полуоси этой гиперболы  соответственно равны  b   и   а. 
 
4. Пусть на плоскости задана точка F  и  прямая D, расстояние 

между которыми равно р. 

Параболой называется множество точек плоскости, равноуда-
ленных от данной точки F (фокуса) и данной прямой D (директри-
сы). 
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Кривые второго порядка                  Таблица №2 
Окружность 

22
0

2
0 )()( Ryyxx =−+−  

  
      y  
 
 
 
 
      O                  R                   x  

                 ),( 00 yxC  

 
 
 R -  радиус окружности, 

),( 00 yxC  - центр окружности. 
 
 

Рис. 2.10 

Эллипс 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 

                               y  

 
 
    b             1F                    2F  

               c−         O          c                 x  
 
                                                
                                               a  

a  - большая полуось, 
b  - малая полуось, 

)0,( ),0,( 21 cFcF −  - фокусы, 
222 bac −= . 
Рис. 2.11 

Гипербола 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 

 
                                 y  

     x
a
b

y −=                      x
a
b

y =        

 
                F1                     b          F2 

 

             c−           O                   c              x  
                                             a  
                                             
                                            
 
a  - действительная полуось, 
b  - мнимая полуось, 222 bac += , 

)0,( ),0,( 21 cFcF −  - фокусы, 

x
a
by ±=  - асимптоты      Рис. 2.12 

Парабола 
)0( 22 >= ppxy  

 
                y  

    D 
 
 
 
                                 F 
 

  
2
p

−    O           2
p

                             x  

 
 
 
 
р – параметр параболы, 

2
 : pxD −=  - директриса, 

)0,
2

( pF  - фокус.      Рис. 2.13 
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Если систему координат выбрать так, как указано на рис.2.13, то 
каноническое уравнение параболы запишется в виде  

.22 pxy =  

Эта парабола симметрична относительно оси Ох. Директрисой яв-

ляется прямая ,
2
px −=  точка ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

2
pF  – фокус параболы, р – пара-

метр параболы. 
Если ,0<p то парабола направлена в противоположную сторону. 
Уравнение pyx 22 =  задает параболу, симметричную относи-

тельно оси Оу. 

Для того, чтобы построить кривую второго порядка, заданную 
общим уравнением, уравнение кривой приводят к каноническому 
виду и переходят к новой системе координат. 

Пример 2.7. Определить тип кривой, заданной уравнени-
ем ( ) ( ) 921 22 =−++ yx  и построить ее. 
Решение. Данное уравнение задает окружность с центром в точке 
( )2;1−C  и радиусом 39 ==R . Окружность изображена на рис. 

2.14. 

 
          Рис. 2.14                                              Рис. 2.15 

Пример 2.8. Определить тип линии и схематически построить ее: 
.yxy 0262 2 =+++  

Решение. Перепишем уравнение в виде 
02)3(2 2 =+++ xyy  

-1,5 
O1 

O 
Y y 

X 

x 2,5 

y

x 

2

-1

С(-1;2)
R=3

o
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и выделим полный квадрат: 

,02
4
9

4
9

2
322 2 =++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+ xyy  

.xy,xy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
5

2
1

2
302

2
9

2
32

22

 

Совершим параллельный перенос по формулам 

.yY,xX
2
3

2
5

+=−=  

Координаты нового центра ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
3

2
5

1 ,О . Уравнение примет вид 

.
2
12 XY −=  

Это каноническое уравнение параболы вида ,pXY 22 =  где 

0
4
1
<−=p . Поэтому парабола направлена в отрицательную 

сторону оси О1X .  
Парабола  изображена на рис. 2.15. 
 
Пример 2.9. Построить гиперболу, заданную уравнением 

1
925

22

=−
yx . Найти ее полуоси, координаты фокусов и записать 

уравнения ее асимптот. 
Решение. Данное уравнение является каноническим уравнением 

вида 12

2

2

2

=−
b
y

a
x . Поэтому действительная полуось 

,a 525 == мнимая полуось 39 ==b . Найдем координаты фоку-

сов F1 и F2: 3492522 =+=+= bac , ( ) ( )034034 21 ;F,,F − . 

Уравнения асимптот гиперболы имеют вид xy
5
3

±= . 

Построение гиперболы начинаем с построения основного прямо-
угольника со сторонами 2a=10 и 2b=6, параллельными осям коор-
динат. Асимптоты  гиперболы проходят по диагоналям  этого пря-
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моугольника. Вершины гиперболы расположены в точках пересече-
ния основного прямоугольника с осью oХ. 
Гипербола  изображена на рис. 2.16. 

                                                 
                                                   y 
                                          
  
                                                                                                                                            
                                                                                                   x 
                                                                              
 
                                                    

 
 

Рис. 2.16 
 

§ 5. Поверхности второго порядка 
 

Рассмотрим в плоскости xOy  эллипс, гиперболу, сопряженную 
гиперболу, параболу и пару пересекающихся прямых. Совершим 
вращение этих линий вокруг оси Oy  и деформацию(сжатие или 
растяжение) образованных таким образом поверхностей второго 
порядка. Эти поверхности  со своими каноническими уравнениями 
изображены  на рис. 2.17 - 2.21. 

Если в уравнении эллиптического параболоида поменять знак, то 
придем к уравнению, которое задает гиперболический параболоид 
(седло), изображенный  на рис. 2.22. 
Цилиндрической поверхностью называется поверхность, которая 

образуется при поступательном перемещении некоторой линии (об-
разующей) вдоль некоторой кривой (направляющей). Выбирая в ка-
честве направляющей эллипс, гиперболу и параболу, расположен-
ные в плоскости xOy , а в качестве образующей – прямую, парал-
лельную оси Oz , получим соответственно эллиптический, гипербо-
лический и параболический цилиндры,  изображенные  на рис. 2.23 -
2.25. 

При построении поверхностей второго порядка часто пользуются 
таблицей этих поверхностей (см. табл. №3), учитывая, что ось фи-
гуры или образующая может быть параллельна не только оси Oz . 

-3 

3 

-5 5 О 
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Поверхности второго порядка 
Таблица №3 

 
 

Эллипсоид 

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x  

 
 

Рис. 2.17 
 
 
Однополостный 
 гиперболоид 

 

12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x  

 
 
 
 
 
 

Рис. 2.18 
 

 
 
Двуполостный  
гиперболоид 
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2

−=−+
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z
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y

a
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Рис. 2.19  
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Эллиптический 
параболоид 

z
b
y

a
x 22

2

2

2

=+  

 
 

Рис. 2.20  
 
 
Конус второго 
 порядка 
 

02
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2

2
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2

=−+
c
z
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a
x  

 
 
 
 
 

Рис. 2.21  
 

Гиперболический 
параболоид  
(седло) 

 

z
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a
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=−  

 
 
 
 
 

Рис. 2.22
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Эллиптический  
цилиндр 
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=+
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Рис. 2.23  
 

Гиперболический 
цилиндр 
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2

=−
b
y

a
x  

 
 
 

Рис. 2.24
 
 

Параболический 
цилиндр 

 
pyx 22 =  

 
 
 
 
 

Рис. 2.25  
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Пример 2.10. Определить тип поверхности, задаваемой уравнением 
.12 222 =+− zyx  

Решение. Это каноническое уравнение однополостного гипербо-
лоида, у которого осью симметрии является ось Oy (перед 2y  стоит 
знак “-”). Поверхность представлена на рис. 2.26. 

 
Рис. 2.26 Рис. 2.27 
 

Пример 2.11. Построить поверхность, задаваемую уравнением 
.42 22 =+ zy  

Решение. Перепишем уравнение в виде .1
24

22

=+
zy  Это канониче-

ское уравнение эллиптического цилиндра, образующая которого 
параллельна оси Ox . Поверхность изображена на рис. 2.27. 
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y
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ЗАДАЧИ ДЛЯ  УПРАВЛЯЕМОЙ 
 САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ  

 
1. Даны две точки )3,1,2(1 −M  и )1,2,3(2M . Составить уравнение 
плоскости, проходящей через точку М, перпендикулярно вектору 

21MM .  

2. Записать уравнение прямой, проходящей через точку )5,0,2(1M  
перпендикулярно плоскости 012: =+− zyα .  

3. Даны вершины пирамиды ( )8;2;1 −−−A , ( )6;4;0 −−B , 
( )2;0;10C ,  ( )0;2;7D . 

1) записать уравнение ребра AD ; 
2) записать  уравнение грани ABC ; 
3) найти угол между ребром  AD  и гранью ABC . 

4. По данным координатам вершин треугольника ABC 
)10;14(),12;10(),3;2( CBA −−−  составить уравнение  медианы АМ. 

5. Написать уравнение прямой, проходящей через точку ( )2;1M  
перпендикулярно прямой 0153 =+− yx . 

6. Определить вид и построить кривые второго порядка 

а) ;1
164

22

=+
yx             б) ;1

416

22

=−
yx              в) 22 yx =− . 

7. Найти координаты центра и радиус окружности, заданной урав-
нением 04 22 =+− yxx . 

8. Составить уравнение окружности с центром в точке )6,5(S  и 
проходящий через точку )3,7(M . Построить окружность. 

9. Составить уравнение линии на плоскости, для которой  отноше-
ние расстояний до данной точки )0,2(F  и расстоянию до данной 
прямой 2−=x  равно числу 3=ε . Полученное уравнение привести 
к каноническому виду  и построить кривую. 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №2 

10.  В уравнении плоскости  0=+++ DCzByAx коэффициенты  
CBA ,,  задают: 

а) координаты направляющего вектора ;  
б) координаты нормированного вектора; 
в) точки, через которые проходит плоскость;  
г) координаты вектора нормали.    
20. Канонические уравнения прямой в пространстве имеют вид: 

а)
p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−

;              б)    0=++ СzByАх ; 

в)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0

;                                г)   1=++
c
z

b
y

a
x

. 

30. Уравнение вида 1=++
c
z

b
y

a
x

 называется: 

а) уравнением плоскости в отрезках;      б) общим уравнением; 
в) каноническим;                                       г) нормальным. 

40. Центр окружности ( ) ( ) 2514 22 =−++ yx  находится в точке: 
а) ( )1,41С ;         б) ( )1,42 −−С ;        в) ( )1,43 −С ;        г) ( )4,14 −−С . 
5. Плоскость с уравнением 043 =++ zyх проходит: 
а) через начало координат;           б) параллельно оси Ox ; 
в) параллельно плоскости xOy ;   г) параллельно оси Oz . 
6. Прямая 623 =+ yx  отсекает на оси Oy отрезок, равный: 
а)2;                     б) 3;                            в) 1;                         г)-3. 
7. Условие  параллельности двух прямых на плоскости, заданных 
уравнениями: 11 bxky += , 22 bxky +=  
а) 021 =⋅ kk ;          б) 21 kk = ;           в) 121 =⋅ kk ;       г) 121 −=⋅ kk . 
8. Тангенс угла наклона прямой 53 −= xy к положительному 
направлению оси Ox  равен: 
а) 3;                            б) 5;                         в) –5;                       г) 1. 
9. Уравнение плоскости, прoxодящей через три точки 

),,( 321 aaaA , ),,( 321 bbbB , ),,( 321 cccC  имеет вид: 



 45

а) 0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

;  б) 0

332211

332211

321

=
−−−
−−−
−−−

acacac
ababab
azayax

; 

в) 0=+++ DCzByAx ;        г)  0)()()( =−+−+− czCbуВахА .  
10. Уравнение эллипса имеет вид: 

а) 12

2

2

2

=−
b
y

a
x ;                                 б) 02

2

2

2

2

=++ c
b
y

a
x

; 

в) 222 ayx =− ;                                г) 12

2

2

2

=+
b
y

a
x . 

11. Укажите уравнение эллиптического параболоида  

а) 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x ;                         б) y

c
z

a
x 2

2

2

2

2

=+ ; 

в) yx 22 = ;                                         г) 02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x . 

12*. Плоскости с уравнениями 0132 =−++ zyх  и 
05624 =+++ zyx  являются: 

а) перпендикулярными ;                    б) параллельными; 
в) совпадающими.                              г) скрещивающимися 
13*. Уравнение прямой, проходящей через начало координат и 
точку М(1,2) имеет вид: 

а)
12
yx

= ;         б) 0
21
=+

yx ;              в) 
21
yx

= ;              г) 0
21
=−

yx .

14*. Уравнение данной параболы имеет вид: 
 а) ( )00 2 yypxx −=− ; 
 б) ( ) ( )0

2
0 2 yypxx −=− ; 

 в) ( ) pxyy 22
0 =− ; 

 г) ( ) ( )0
2

0 2 xxpyy −=− .  

15*.Какая  поверхность определяется уравнением 12

2

2

2

2

2

=+−−
c
z

b
y

a
x ? 

a)                 б)                     в)                  г) 
 
 
 

0 

y 

xx0 

y0 
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Модуль 3. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 

§ 1. Понятие функции. Способы задания функций 
 

Пусть X  — некоторое множество действительных чисел. 
Определение. Если каждому элементу x  из множества X  по 

некоторому закону f  ставится в соответствие вполне определенное 
действительное число y , то говорят, что y  есть функция перемен-
ной величины x  и пишут )(xfy = . 

Множество X  называется областью определения функции )(xf  
и обозначается )( fD . Множество всех значений y  функции 

)(xfy = , когда x  пробегает всю область определения, называется 
областью изменения или областью значений функции и обозначается 

)( fE . 
Например, для функции xy sin=  область определения RfD =)( , 

область значений ]1;1[)( −=fE . 
Различают следующие способы задания функции: табличный, 

графический, аналитический (с помощью формул). 
Под графиком функции понимают множество точек плоскости, 

абсциссы которых есть значения независимой переменной, а ординаты 
равны соответствующим значениям функции. График фукции есть 
некоторая линия на плоскости. Например, уравнение 2xy =  задает 
функцию, графиком которой является парабола. 

К основным элементарным функциям относятся: 
1. axy =  (при постоянном Ra∈ ) — степенная функция; 
2. xay =  (при постоянном Ra∈ , 0>a , 1≠a ) —  

показательная функция; 
3. xy alog=  (при постоянном Ra∈ , 0>a , 1≠a ) —  

логарифмическая функция; 
4. ctgxytgxyxyxy ====   ,  ,cos  ,sin  —  

тригонометрические функции; 
5. arcctgxyarctgxyxyxy ====   ,  ,arccos  ,arcsin  —  

обратные тригонометрические функции. 
Функция, заданная последовательной цепью нескольких функций 

( )(ufy = , где )(xu ϕ= ), называется сложной функцией. Например, 
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функция )2(lg
53 xy = сложная, и она может быть представлена 

следующей цепью основных элементарных функций: 
53   2  ,lg  , xv,uuzzy v ==== . 

Функции, образованные из основных элементарных функций 
посредством конечного числа алгебраических операций и взятия 
функции от функции, называются элементарными. Все остальные 

функции называются неэлементарными. Функция 
5log
2sin

4

2

+
+

=
x
xxy

x
 

является элементарной. Примером неэлементарной функции может 
служить функция вида ......1 32 ++++++= nxxxxy  

Функция )(xfy =  называется четной (нечетной) функцией, если 
для любого )( fDx∈   число ( ) )( fDx ∈−  и справедливо равен-

ство ( ) ( )( )xfxfxfxf −=−=− )()( . Например функция 
42

2

−
=

x
xy  

является четной,  функция 
42 −

=
x

xy  является нечетной. А функция 

4−
=

x
xy  не является ни четной ни нечетной, так как ее  область   оп-

ределения ( ) ( ) ( )+∞∪∞−= ,44,fD  не симметрична относительно на-
чала координат. 

Функция, определяемая уравнениями 
⎩
⎨
⎧

ψ=
ϕ=

),(
),(

tx
ty  в которых    

зависимость между y  и x  устанавливается посредством третьей 
переменной t , называется заданной параметрически, при этом      
t —параметр. Например, уравнения 2   12 −=+= tx,ty  
определяют линейную функцию 521)2(2 +=++= xxy . 

 
§ 2. Предел числовой последовательности. Предел функции 

 
Определение. Число A  называется пределом последователь-

ности ,...,...,, 21 naaa  если для любого положительного числа ε  
существует такой номер )(ε= NN ,  что при всех Nn >  выполняется 
неравенство ε<− Aan . 
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Если последовательность ,...,...,, 21 naaa  имеет своим пределом 
число A , то это записывается следующим образом 

∞→→=
∞→

nAaAa nnn
        lim приили . 

Определение. Число А называется пределом функции )x(fy =  
при ax →  (в точке ax = ),  если для каждого числа 0>ε  найдется 
такое число 0)( >εδ=δ , что для любого )( fDx∈  и удовлетво-
ряющего неравенству δ<−< ax0  выполняется неравенство 

ε<− A)x(f . Обозначают этот факт так: Axf
ax

=
→

)(lim . 

Если число A  является пределом функции )(xfy =  при 
ax → , то на графике это иллюстрируется следующим образом. Так 

как из   
неравенства δ<−< ax0  следует неравенство ε<− Axf )( , то это 
значит, что для всех x , отстоящих от a  не далее чем на δ , точка 
M  графика функции )(xfy =  лежит внутри полосы шириной ε2 , 
ограниченной прямыми ε−= Ay  и ε+= Ay . Очевидно, что с 
уменьшением ε величина δ также уменьшается (см. рис.3.1). 

                        y  
                                                                           )(xfy =   
                   ε+A  
 
                       A                              M                 ε2  
 
                   ε−A  
 
                          0                  δ−a      a      δ+a                         x  

Рис.3.1 

Число A  называется пределом функции )(xfy =  при ±∞→x , 
если для любого 0>ε существует число 0>M , что при всех 

Mx > выполняется неравенство ε<− Axf )( . 
Функция )(xfy =  называется ограниченной в области D, если 

существует постоянное число 0>M , что для всех Dx∈  
выполняется неравенство Mxf <)( . 
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Например, функция 21
2
x

y
+

=  ограничена для всех Rx∈ , так 

как в этой области 2)( ≤xf . 

 
§ 3. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 

 
Определение. Функция )(xα  называется бесконечно малой при 

ax → , если 0)(lim =α
→

x
ax

. 

Функция  )(xβ  называется бесконечно большой при ax → , если 
∞=β

→
)(lim x

ax
. 

Например, функция xy sin=  является бесконечно малой при 

0→x , а функция 
1

1
2 +

=
x

y  есть бесконечно малая при ±∞→x , 

так как их пределы равны нулю. Функция tgxy =  является 

бесконечно малой при 0→x  и бесконечно большой при 
2
π

→x . 

Теорема. 
 Если функция )(xα — бесконечно малая   при ax → , то 

)(
1
xα

— бесконечно большая функция  при ax →  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞=
0
1 . 

Если функция )(xβ  — бесконечно большая при ax → , то 
)(

1
xβ

 

- бесконечно малая функция  при ax →  ( 01
=

∞
). 

(Доказательство см. [1], гл. II, §4.). 

Справедливы следующие утверждения: 
1. Сумма конечного числа бесконечно малых функций  есть 

бесконечно малая функция. 
2. Произведение ограниченной функции на бесконечно малую есть 

бесконечно малая функция. 
3. Произведение конечного числа бесконечно малых функций есть 

бесконечно малая функция. 
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§ 4. Теоремы о пределах 
 

Если пределы )(lim xu
ax→

 и )(lim xv
ax→

  существуют и конечны, то  

1. )(lim)(lim xucxcu
axax →→

= , где с – const; 

2. =+
→

))()((lim xvxu
ax

)(lim xu
ax→

+ )(lim xv
ax→

; 

3. =⋅
→

))()((lim xvxu
ax

⋅
→

)(lim xu
ax

)(lim xv
ax→

; 

4. 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

xv

xu

xv
xu

ax

ax

ax
→

→

→
= , где 0)(lim ≠

→
xv

ax
. 

Замечательные пределы. 

Первый замечательный предел: 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

Второй замечательный предел:  

( ) ex
x

x

x

x

x
=+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→

1

1lim11lim , 

где e  — иррациональное число, 718281828,2≈e  — одна из 

фундаментальных величин в математике. Функция )exp(xey x ==  
называется экспонентой; xxy e lnlog ==  называется натуральным 
логарифмом. 

Пример 3.1. Вычислить 
3
33lim 2

2

2 −+
+−

→ xx
xx

x
. 

Решение. Так как 033limlim)3(lim
2

2

2

2

2
≠=−+=−+

→→→
xxxx

xxx
, то 

применима теорема о пределе частного. Значит,  

3
1

)3(lim

)33(lim

3
33lim 2

2

2

2
2

2

2
=

−+

+−
=

−+
+−

→

→

→ xx

xx

xx
xx

x

x

x
. 

Пример 3.2. Вычислить 
24
132lim 3

23

−+
+−

∞→ xx
xx

x
. 
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Решение. Так как при ∞→x  числитель и знаменатель дроби, стоящей 
под знаком предела, стремятся к бесконечности, то имеем 

неопределенность вида 
∞
∞ . Для раскрытия таких неопределенностей 

делят числитель и знаменатель дроби на старшую степень x . После 
деления на 3x  получаем: 

2
001
002

241

132
lim

24
132lim

32

3

3

23

=
−+
+−

=
−+

+−
=

−+
+−

∞→∞→

xx

xx
xx
xx

xx
. 

Пример 3.3. Вычислить 
9
12lim 2

2

3 −
−+

→ x
xx

x
. 

Решение. Так как 0)9(lim  и 0)12(lim 2

3

2

3
=−=−+

→→
xxx

xx
, то имеем 

неопределенность вида 
0
0 . Разложим числитель и знаменатель 

дроби на линейные множители. Так как 0122 =−+ xx при 31 =x  и 
42 −=x , то )3)(3(9      );4)(3(12 22 +−=−+−=−+ xxxxxxx . 

Тогда 
6
7

3
4lim

)3)(3(
)4)(3(lim

9
12lim

332

2

3
=

+
+

=
+−
+−

=
−
−+

→→→ x
x

xx
xx

x
xx

xxx
. 

Пример 3.4. Вычислить 
23
37lim 22 +−

−+
→ xx

x
x

. 

Решение. Имеем неопределенность вида 
0
0 . Умножим числитель и 

знаменатель дроби на выражение ( 37 ++x ), а так же разложим 
знаменатель на линейные множители: 

( )( )
( )( )( ) =++−−

++−+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+−
−+

→→ 3721
3737lim

0
0

23
37lim

222 xxx
xx

xx
x

xx

( )( )( ) ( )( )( ) =++−−

−
=

++−−

−+
=

→→ 3721
2lim

3721
97lim

22 xxx
x

xxx
x

xx
 

( )( ) 6
1

371
1lim

2
=

++−
=

→ xxx
. 
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Пример 3.5. Вычислить 
xtg
x

x 3
7sinlim

0→
. 

Решение. Для раскрытия неопределенности 
0
0  воспользуемся пер-

вым замечательным пределом. Считая, что 0≠x , проведем очевид-
ные преобразования: 

=⋅
⋅

⋅

⋅
⋅

⋅
=

→→→
x

x
x

x
x

x
xx

x

x
x

x

xtg
x

xxx
3cos

3
3

3sin

7
7

7sin

lim
3

33cos
3sin

7
7

7sin

lim
3
7sinlim

000
 

3
71

1
1

3
73coslim

3
3sinlim

7
7sinlim

3
7

0

0

0 =⋅⋅=⋅=
→

→

→ x

x
x

x
x

x

x

x . 

Пример 3.6. Вычислить 
x

x x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→

21lim . 

Решение. Для раскрытия неопределенности ∞1  воспользуемся вто-
рым замечательным пределом: 

 2

2

221lim21lim −

−
−

∞→∞→
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − e

xx

x

x

x

x
,  

поскольку e
yx

y

xy

x

x
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→−=

−

∞→

11lim21lim
2

2
. 

 
§ 5. Сравнение бесконечно малых функций 

 
Для сравнения двух бесконечно малых функций )(xα  и )(xβ в 

точке ax =  находят предел отношения A
x
x

ax
=

β
α

→ )(
)(lim . 

Если 0≠A  и ∞≠A ,  то функции )(xα  и )(xβ  называются 
бесконечно малыми одного порядка. 

Если 0=A , то )(xα  называется бесконечно малой высшего 
порядка по сравнению с )(xβ . Записывается это так: ))(()( xox β=α . 
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Если 1=A , то бесконечно малые функции  )(xα  и )(xβ  называют 
эквивалентным и обозначают )(~)( xx βα . Например, xx ~sin  при 

0→x , так как 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

Основные эквивалентности  при 0→x :  
kxkx ~sin ,       kxtgkx ~ , 
kxkx ~arcsin ,     kxarctgkx ~ , 

kxkx ~)1ln( + ,       kxekx ~1- . 
При вычислении пределов используют следующую теорему. 
Теорема. Предел отношения двух бесконечно малых функций в 

некоторой точке равен пределу отношения эквивалентных им бес-
конечно малых функций в той же точке. 

Доказательство см. [1], гл. II, §11. 
 

Пример 3.7. Вычислить 
xx
x

x 3sin
5cos1lim

0

−
→

.  

Решение. Воспользуемся эквивалентными бесконечно малыми 
функциями.  Так как при 0→x  

  
2

25
2

5x2~
2

5sin25cos1
22

2 xxx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−  и xx 3~3sin , то  

6
25

3
2

25
lim 

0
0 

3sin
5cos1lim

2

00
=

⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
→→ xx

x

xx
x

xx
. 

 
§ 6. Непрерывность функции 

 
Определение. Функция )(xfy =  называется непрерывной в точ-

ке 0xx = , если предел функции в точке 0x  существует и 
)()(lim 0

0

xfxf
xx

=
→

. 

Односторонними называются пределы: 
)0()(lim)(lim

0
−==

−→
<
→

afxfxf
ax

ax
ax

 - левосторонний предел в точке a ; 

)0()(lim)(lim
0

+==
+→

>
→

afxfxf
ax

ax
ax

- правосторонний предел в точке a . 
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Определение. Функция )(xfy =  называется непрерывной в точ-
ке 0xx = , если существуют односторонние пределы в точке 0x и 

)()(lim)(lim 000 00

xfxfxf
xxxx

==
+→−→

.                                                (*) 

Если односторонние пределы конечны, но нарушается хотя бы 
одно из равенств (*), то 0x  называется точкой разрыва 1-го рода. 

Если хотя бы один из этих односторонних пределов не сущест-
вует или равен бесконечности, то 0x  называется точкой разрыва 
второго рода. 

Например, функция 
⎩
⎨
⎧

<−
>

=
−

−
=

1 если  ,1
,1 если  ,1

1
1

x
x

x
x

y , имеет в точке 

1=x  разрыв 1-го рода (рис. 3.2).                             y 
 
                                                                           1 
                                                                           0      1                      x 
                                                                         -1 
                                                                                      

                                              Рис. 3.2 

Функция 
2

1
−

=
x

y  имеет в точке 2=x  разрыв второго рода 

(рис.3.3). 
                                         y 
 
 
 
 
 
 
                                           0                  2                                          x 
 
 
 
 
 
 
                                                    Рис.3.3 
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Если функция непрерывна во всех точках отрезка [ ]ba, , то она 
называется непрерывной на этом отрезке. 

Из определения непрерывности функции и теорем о пределах 
следуют теоремы: 

I. Если функции )(xf  и )(xg  непрерывны в точке 0x , то в этой 
точке непрерывны функции )()( xgxf + , )()( xgxf ⋅ , 

)0)((  
)(
)(

0 ≠xg
xg
xf . 

II. Сложная функция, составленная из непрерывных функций, 
непрерывна в соответствующей точке. 

III. Всякая элементарная функция непрерывна в каждой точке 
своей области определения. 

Доказательство приведено, например, в [1], гл. 2, §9. 
 
 
 

ЗАДАЧИ ДЛЯ  УПРАВЛЯЕМОЙ 
 САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ  

 
1. Найти область определения функции 29 xy −= . 

2. Найти указанные пределы 

а) ;
145

1lim 2

2

1 −−
−

→ xx
x

x
                        б) 

( )
;

2
4lim 2

2

2 −

−
→ x

x
x

 

в) ;
3

325lim 2

2

++
−−

∞→ xx
xx

x
                       г) ;

152
43lim 3

2

−+
+−

∞→ xx
xx

x
 

д) ;
9

332lim 23 −
−+

→ x
x

x
                         е) ;2sinlim 2

2

0 x
x

x→
 

ж) ;4sinlim
0 tgx

x
x→

                                  з) .3lim
x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №3 
 

10.  Пусть ( )
1

1
2 −
+

=
x
xxf . Тогда ( ) =fD  

а) ( )∞+∞− ; ;                            б) ( )∞+;1 ; 
в) ( ) ( )∞+∪−∞− ;11; ;             г) ( ) ( ) ( )∞+∪−∪−∞− ;11;11; . 

20. Какие из данных функций являются четными? 

а) xy 2cos= ;         б) xctgy 3= ;        в) xtgy 32= ;        г) xy sin3−= . 

30. Какая из функций не является сложной функцией? 

а)
2

2 xy = ;            б) xy 30log= ;       в) ( )2sin xy = ;       г) ( )xy 2cos= . 

4. В указанном множестве функций найдите бесконечно малые 
при 0→x  функции: 
а) 32 += xy ;       б) 12 −= xy ;       в) xy 2cos= ;        г) 24 −+= xy . 

5. Найти предел 
x
x

x β
α

→ sin
sinlim

0
. 

а) e ;                      б)∞ ;                  в)
e
1 ;                    г)

β
α . 

6. 
1

lim
1 −→ x

x
x

 равен  

а)1;                      б)-1;                   в) ∞ ;                   г) не существует. 

7*. Функция x3sin 2  при 0→x  эквивалентна функции 

а) x3 ;                   б) 23x ;                в) 29x ;                  г) x6 . 

8*. Известно, что ( ) −∞=
−→

xf
cx 0

lim , ( ) 18lim
0

=
+→

xf
cx

. Какое из              

утверждений верно? 
а) c  - точка неустранимого разрыва первого рода; 
б) c  - точка устранимого разрыва первого рода; 
в) c  - точка разрыва второго рода; 
г) c  - точка непрерывности. 
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Модуль 4.  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ       
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

§ 1. Производная функции, ее геометрический  
и механический смысл 

Пусть функция )(xfy =  определена в некоторой окрестности 
точки х. Если переменная х получит приращение xΔ , то функция у 
получит приращение )()( xfxxfy −Δ+=Δ . 

Определение. Производной функции )(xfy =  в точке х называ-
ется предел отношения приращения функции yΔ  к приращению 
аргумента xΔ , когда 0→Δx , т.е. 

x
xfxxf

x
yy

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=′
→Δ→Δ

)()(limlim
00

. 

Для производной функции )(xfy =  в точке х применяют также 

обозначения:                 
dx

xdf
dx
dyxf )()( ==′ . 

Функция, имеющая в данной точке конечную производную, на-
зывается дифференцируемой в этой точке. 

Геометрический смысл производной. Построим график функ-
ции )(xfy =  и проведем к нему касательную через точку 

))(,( 00 xfxM  (рис.4.1). Обозначим через α угол, образованный этой 
касательной c осью Ox , тогда   )( 0xftg ′=α , 

т.е. производная )( 0xf ′  функции )(xfy =  равна угловому коэф-
фициенту касательной к графику этой функции в точке с абсцис-
сой 0x . 
                                                         y                     )(xfy =    
 
 
                            Рис.4.1          )( 0xf  

 
 
                                                                        α 
                                                        0                             x0                   x 
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Уравнение касательной к кривой )(xfy =  в точке 
))(,( 00 xfxM  имеет вид  ))(()( 000 xxxfxfy −′=− , а уравнение   

нормали к данной кривой в этой же точке записывается в виде 

)(
)(

1)( 0
0

0 xx
xf

xfy −
′

−=−  при условии, что 0)( 0 ≠′ xf . 

Если 0)( 0 =′ xf , то уравнение касательной: )( 0xfy = , а уравнение 
нормали: 0xx = .  

Механический смысл производной. Пусть материальная точка 
движется прямолинейно по закону )(tss = . Тогда )(tsv ′= , т.е.   
производная от пути по времени есть скорость движения точки. 

 
§ 2. Основные правила дифференцирования 

 
Если функции u  и v  дифференцируемы, то  

1. uccu ′=′)( , constc = . 
2. vuvu ′±′=′± )( . 
3. vuvuvu ′⋅+⋅′=′⋅ )( . 

4. 
2v

vuvu
v
u ′⋅−⋅′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 0≠v . 

5. Если )(ufy =  и )(xu ϕ=  - дифференцируемые функции своих 
аргументов, то сложная функция ))(( xfy ϕ=  тоже дифференци-

руема и    xux uyy ′⋅′=′          или          
dx
du

du
dy

dx
dy

⋅= . 

Это правило легко распространить на цепочку из любого конеч-
ного числа дифференцируемых функций.  

6. Если для дифференцируемой функции )(xfy = )0)(( ≠′ xf суще-

ствует обратная функция )(yx ϕ= , то   
)(

1)(
xf

y
′

=ϕ′  или 
x

y y
x

′
=′

1 . 

7. Если функция задана параметрическими уравнениями  
⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(
tyy
txx  

то ее производная вычисляется по формуле  

)(
)()(

tx
tyxy

′
′

=′           или           
t

t
x x

y
y

′
′

=′ . 
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§ 3. Таблица производных основных элементарных функций 
 

В приводимой ниже таблице: constc = ; R∈α ; 0>a , 1≠a ; )(xuu = . 
Производные основных  
элементарных функций 

Производные сложных функ-
ций 

0=′c ; 1=′x ;  

( ) 1−αα α=
′

xx ; ( ) uuu ′α=
′ −αα 1 ; 

( )
x

x
2

1
=

′ ; ( ) u
u

u ′=
′

2
1 ; 

( ) aaa xx ln=
′

; ( ) uaaa uu ′=
′

ln ; 

( ) xx ee =
′

; ( ) uee uu ′=
′

; 

( )
ax

xa ln
1log =′ ; ( ) u

au
ua ′=′

ln
1log ; 

( )
x

x 1ln =′ ; ( ) u
u

u ′=′
1ln ; 

( ) xx cossin =′ ; ( ) uuu ′⋅=′ cossin ; 

( ) xx sincos −=′ ; ( ) uuu ′⋅−=′ sincos ; 

( )
x

tgx 2cos
1

=′ ; ( ) u
u

tgu ′⋅=′
2cos

1 ; 

( )
x

ctgx 2sin
1

−=′ ; ( ) u
u

ctgu ′⋅−=′ 2sin
1  

( )
21

1arcsin
x

x
−

=′ ; ( ) u
u

u ′⋅
−

=′
21

1arcsin ; 

( )
21

1arccos
x

x
−

−=′ ; ( ) u
u

u ′⋅
−

−=′
21

1arccos ; 

( )
21

1
x

arctgx
+

=′ ; ( ) u
u

arctgu ′⋅
+

=′ 21
1 ; 

( )
21

1
x

arcctgx
+

−=′ ; ( ) u
u

arcctgu ′⋅
+

−=′
21

1 . 

Доказательство справедливости указанных формул смотрите в 
[1], гл.3, §5, 6, 8, 10, 12, 14. 
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Пример 4.1. Найти производную функции 5
3 24 242

x
xxy +−= . 

Решение. Данную функцию представляем в ви-

де 53
2

4 242 −+−= xxxy . ( ) ( ) −⋅⋅=
′

+

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

′
=′ − 353

2
4 42242 xxxxy  

63
363

1 101
3
88)5(2

3
24

xx
xxx −⋅−=−⋅+⋅− −− . 

 
Пример 4.2. Найти производную функции xtgy 73= . 
Решение. Последовательно используем формулы для производных 
сложных функций 

( ) =
=

′⋅=′=′=
=

′⋅=′
=′=′

xuгде

u
u

tguxtgxtg
xtguгде
uuuxtgy

7 

,
cos

1)(773
7 

,3)()7( 22
23

3

x
x

x
xtgx

x
xtg

7cos
7sin217

7cos
173)7(

7cos
173 4

2

2
2

2
2 =⋅=′⋅= . 

Здесь при решении указывались формулы, которые применялись 
при вычислении производных. 
 
Пример 4.3. Найти производную функции xarctgy ln= . 

Решние. =′=
=

′⋅=′
=′=′ )(1,1)(ln)(ln xarctg

xarctgxarctguгде

u
u

uxarctgy  

( )
( ) =′⋅

+
⋅=

=

′⋅
+

=′
= x

xxarctgxuгде

u
u

arctgu
2

2

1

11,
1

1)(

xxxarctg 2
1

1
11

⋅
+

⋅= . 

Пример 4.4. Найти производную функции ( ) 131 22 −+−= xxxy . 
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Решение. Применим формулу производной произведения  
=′−+−+−+′−=′ )13()1(13))1(( 2222 xxxxxxy

( ) ( ) ( )32
132

111312
2

22 +
−+

−+−+−= x
xx

xxxx . 

Пример 4.5. Найти производную xy′  от функции, заданной пара-

метрически 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

++=

tty

ttx
3

2 ,12
         при 1=t . 

Решение. Последовательно находим производные:  

( ) 22122 +=
′

++=′ tttxt ,  

( ) 13 23 +=
′

+=′ tttyt . 

Тогда  1
4
4)1(,

22
13 2

==′
+
+

=
′
′

=′ x
t

t
x y

t
t

x
y

y . 

 
Пример 4.6. Составить уравнения касательной и нормали к кривой, 
заданной уравнением 3xy =  в точке с абсциссой 20 =x . 
Решение. Определяем значение функции при 2

0
=x : 

82)2( 3
0 === fy . 

Находим производную данной функции и ее значение при 2
0
=x :  

23 3)()( xxxfy =′=′=′ , 1223)2( 2 =⋅=′f . 

Подставляя значения 20 =x , 80 =y , 12)( 0 =′ xf  в уравнения 
))(( 000 xxxfyy −′=−  (уравнение касательной) и 

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=−  (уравнение нормали), получим 

соответственно: 
)2(128 −=− xy  или 01612 =−− yx  – уравнение касательной; 

)2(
12
18 −−=− xy  или 09812 =−+ yx  – уравнение нормали. 
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Пример 4.7.Определить момент времени, когда ускорение движе-
ния равно нулю, при условии, что материальная точка движется по 
закону ttttss 249)( 23 +−== . 
Решение. Находим первую и вторую производные: 

24183 2 +−== tt
dt
dsv , 1862

2

−=== t
dt

sd
dt
dva . 

Ускорение 0=a , когда 0186 =−t . Откуда искомый момент 
времени  t = 3. 
 
 

§ 4. Дифференциал функции, его геометрический смысл.  
Правила дифференцирования 

 
Если функция )(xfy =  дифференцируема в точке x , то сущест-

вует конечный предел  )(lim
0

xf
x
y

x
′=

Δ
Δ

→Δ
. 

Отсюда следует, что 0)(lim
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−
Δ
Δ

→Δ
xf

x
y

x
, т.е. 

)()( xxf
x
y

Δα=′−
Δ
Δ , где )( xΔα  – бесконечно малая величина 

( )0)(lim
0

=Δα
→Δ

x
x

. Это значит, что приращение функции yΔ , соответ-

ствующее приращению аргумента xΔ , может быть представлено в 
виде xxxxfy ΔΔα+Δ′=Δ )()( . 

 
Определение. Дифференциалом dy функции y в точке x  назы-

вается главная линейная часть приращения функции в этой точке, 

т.е.                                             xxfdy Δ′= )( . 

Обозначая dxx =Δ , получим формулу 

dxxfdy )(′=  или dxydy ′= , 

т.е. дифференциал функции равен произведению производной этой 
функции на дифференциал аргумента. 
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Геометрический смысл дифференциала функции. 
 

 
        y                                             )(xfy =   
 
 
 
 
                                                                                     
                                                                                   yΔ  
                                          M                         dy  
  )(xf  
                                                     dx  
                                 α  
          0                                x            xx Δ+                            x  
 

Рис.4.2 

Дифференциал функции )(xfy =  равен приращению ординаты 
касательной, проведенной к графику этой функции в точке 

( ))(, xfxM , когда аргумент получает приращение xΔ  (рис.4.2). 
 

Пример 4.6. Найти дифференциал функции xy 7sin 5= . 
Решение. Находим производную 77cos7sin5 4 ⋅⋅⋅=′ xxy . 
 Тогда xdxxdy 7cos7sin35 4 ⋅⋅= . 

Если c  – постоянная, vu,  – дифференцируемые функции, то 
справедливы следующие правила нахождения дифференциалов: 

 
1. 0=dc , 
2. cducud =)( , 
3. dvduvud +=+ )( , 
4. vduudvuvd +=)( , 

5.    2v
udvvdu

v
ud −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ,  0≠v , 

6. duufudf )()( ′= . 
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§ 5. Производные и дифференциалы высших порядков 

I. Производной n -ого порядка называют производную, взятую от 
производной )1( −n -го порядка, т.е. 

( )′= − )n()n( yy 1 . 
Согласно этому определению производная порядка n  любой функ-
ции находится последовательным ее дифференцированием n раз, 
т.е. для функции )(xfy =  имеем 

),...()(   ),()(   ),( xfyyxfyyxfy ′′′=′′′=′′′′′=′′=′′′=′  
Для обозначения производной n -го порядка применяются символы 

n

n
nn

dx
ydxfy == )()()( . 

Физический смысл второй производной. Так как производная 
любой функции равна скорости ее изменения в данной точке, то 
вторая производная от пути по времени равна ускорению движе-
ния точки в данный момент времени, т.е. )()()( tstvta ′′=′= . 
II. Дифференциалом n -ого порядка функции )(xfy =  называется 
дифференциал, взятый от дифференциала )1( −n -го порядка, т.е.  

)( 1 yddyd nn −= . 
Откуда следует, что 22 )())(()( dxxfdxxfddydyd ′′=′== , т.к. dx  не 
зависит от x . Аналогично получаем 

nnn dxxfyd )()(= . 
Пример 4.7. Найти производную и дифференциал второго порядка 
функции )4ln( 2 ++= xxy . 
Решение. Находим первую производную 

4

1

4

4

4

1

42

21
4

1
22

2

222 +
=

+

++
⋅

++
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

++
=′

xx

xxx

xxx

x

xx
y . 

Следовательно, dxxdy 2
12 )4( −

+= . 
Дифференцируя первую производную, получаем 

32
2

322
12

)4(
2)4(

2
1)4(

+
−=⋅+−=

′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=′′

−−

x

xxxxy , 

значит 22
322 )4( dxxxyd −

+−= . 
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§ 6. Правило Лопиталя и его применение к  
раскрытию неопределенностей 

 
Теорема. Пусть функции )(xfy =  и )(xy ϕ=   

1) дифференцируемы в некоторой окрестности точки 0xx = ,      
причем 0)( 0 ≠ϕ′ x ; 
2)  ( )∞±=ϕ=

→→
илиxxf

xxxx
0)(lim)(lim

00

; 

3)  существует предел 
)(
)(lim

0 x
xf

xx ϕ′
′

→
; 

то существует  
)(
)(lim

)(
)(lim

00 x
xf

x
xf

xxxx ϕ′
′

=
ϕ →→

. 

Правило применимо и в случае, когда ±∞=0x . 

Пример 4.8. Найти 
x

x
x 3

5sinlim
0→

. 

Решение. Так как функции x5sin  и x3  непрерывны и дифференци-
руемы в точке 0=x  и 03lim   ,05sinlim

00
==

→→
xx

xx
, то применяя прави-

ло Лопиталя, получим  
( )
( ) 3

5
3

5cos5lim
3

5sinlim
3

5sinlim
000

==′

′
=

→→→

x

x

x
x

x
xxx

. 

Иногда правило Лопиталя применяют несколько раз подряд. 

Пример 4.9. Найти 
xx

xee xx

x sin
2lim

0 −
−− −

→
. 

Решение. ( )
( )

=′−

′
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
−− −

→

−

→ xx

xee
xx

xee xx

x

xx

x sin

2lim
0
0

sin
2lim

00
 

= =
−

−+ −

→ x
ee xx

x cos1
2lim

0

( )
( )

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
=′−

′
−+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→

−

→ 0
0

sin
lim

cos1

2lim
0
0

00 x
ee

x

ee xx

x

xx

x

( )
( )

=′

′
−

=
−

→ x

ee xx

x sin
lim

0
2

1
2

cos
lim

0
==

+ −

→ x
ee xx

x
. 
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§ 7. Возрастание и убывание функции.  
Экстремум функции 

 
Определение. Если для всех точек интервала ),( ba  при 21 xx <  

выполняется неравенство ( ))()(   )()( 2121 xfxfxfxf >< , то функ-
ция называется возрастающей (убывающей) на ),( ba . 

Признаки возрастания (убывания) функции. 
1. Если функция )(xf  дифференцируема на интервале ),( ba  и 
возрастает (убывает), то ( )0)(   0)( ≤′≥′ xfxf  для любых 

),( bax∈ . 
2. Если функция )(xf  дифференцируема на интервале ),( ba  и 

( )0)(   0)( <′>′ xfxf , то она возрастает (убывает) на ),( ba . 
Определение. Точка 0x называется точкой максимума (мини-

мума) функции )(xf , если существует такая окрестность точки 0x , 
что для любых 0xx ≠  из этой окрестности 

( ))()(   )()( 00 xfxfxfxf >< . 
Точки, в которых функция достигает максимума или минимума, 

называются точками экстремума функции, а значения функции в 
этих точках называют экстремальными. 

     y  
                                                )(xfy =  
 
      0               1x         2x      3x                         x     

Рис.4.3 
Функция, заданная кривой на рис.4.3, в точках 1x  и 3x достигает 

максимума, а в точке 2x  – минимума. 
Необходимый признак экстремума. В точке экстремума про-

изводная функции равна нулю или не существует. 
Функция )(xfy =  (рис.4.3) в точках 1x  и 2x  имеет производ-

ную равную нулю. Касательные к кривой в этих точках параллель-
ны оси Ox . Но функция может достигать экстремума и в точках, в 
которых производная не существует (точка 3x ). 
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Достаточный признак экстремума. Пусть функция )(xfy =  
дифференцируема в некотором интервале, содержащем критиче-
скую точку 0x , кроме, быть может, самой точки 0x . Тогда, если 
при переходе через критическую точку производная )(xf ′  

1) меняет знак с + на – ,то в точке 0x  функция имеет максимум; 
2) меняет знак с – на +, то в точке 0x  функция имеет минимум; 
3) не меняет знак, то в точке 0x  нет экстремума. 

 
Схема исследования функции на экстремум с помощью первой 

производной: 
 
y                                                                          поведение функции 

y′      +     
max

x1      –     
min

x2      +  
.

x
экстр нет

3       x     знак производной 

 
Пример 4.10. Исследовать на экстремум функцию 

71862 23 +−−= xxxy . 

Решение. Находим критические точки данной функции 
,18126 2 −−=′ xxy    

⇒=′ 0y  

⇒=−− 0322 xx    .3311   ,1311 21 =++=−=+−= xx  

Исследуем знак производной при переходе через критические 
точки: 

 
y                                                                 

 
y′    +     max

1−       –     min
3      +           x     

 

Следовательно, 47)3(   ,17)1( minmax −===−= yyyy . 
 
 

 68

§ 8. Нахождение наибольшего и наименьшего  
значений функции на отрезке 

 
Всякая непрерывная функция может принимать на отрезке наи-

большее и наименьшее значения в критических точках, лежащих 
внутри отрезка или на его концах. Схему нахождения наибольшего 
и наименьшего значений функции рассмотрим на следующем при-
мере. 
Пример 4.11. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

693 23 +−−= xxxy  на отрезке ]2,2[− . 
Решение. Находим критические точки:  

,963 2 −−=′ xxy              ⇒=′ 0y  

⇒=−− 0322 xx       3   ,1 21 =−= xx . 
Отрезку ]2,2[−  принадлежит только одна критическая точка 

11 −=x . Вычисляем значения функции в точке 11 −=x  и на концах 
отрезка: 16)2(   ,4)2(   ,11)1( 321 −===−==−= yyyyyy . 

Сравнивая полученные значения, находим, что 
16min,11max

]2,2[]2,2[
−==

−−
yy . 

 
 
§ 9. Выпуклость и вогнутость функции. Точки перегиба 

 
Определение. Функция называется выпуклой (вогнутой) на ин-

тервале ),( ba , если график этой функции расположен ниже (выше) 
любой проведенной к нему касательной на этом интервале (рис.4.4). 

 
              y  
                                                                          )(xfy =  
                                                    М 
 
 
                0                              0x                               x  
 

Рис.4.4 
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Признаки выпуклости (вогнутости) функции. 
1. Если функция )(xf  дважды дифференцируема на интервале 

),( ba  и выпукла (вогнута), то  )0)((   0)( ≥′′≤′′ xfxf  для любых 
),( bax∈ . 

2. Если функция )(xf  дважды дифференцируема на интервале 
),( ba  и ( )0)(   0)( >′′<′′ xfxf , то она выпукла (вогнута) на 
),( ba . 

Точка ( ))(, 00 xfxM  графика функции )(xfy = , отделяющая   
выпуклую часть кривой от вогнутой, называется точкой перегиба 
графика этой функции (точка М (рис.4.4) является точкой переги-
ба). Абсцисса 0x точки М называется точкой перегиба функции 

)(xfy= . 
Необходимый признак существования точки перегиба. 
Если функция имеет точку перегиба, то вторая производная в 

этой точке либо равна нулю, либо не существует. 
Достаточный признак существования точки перегиба. 
Пусть функция )(xf  имеет в некоторой окрестности точки 

0x  вторую производную, причем  0)( 0 =′′ xf или )( 0xf ′′  не сущест-
вует. Если при переходе через точку 0x  вторая производная )( 0xf ′′  
меняет знак, то 0x  - точка перегиба. 

Схема исследования функции на выпуклость и вогнутость с по-
мощью второй производной:  

 
y                                                                поведение функции 

y ′′    +   
перегиба
точка

x1
  – 

перегиба
нет
x2

  –         
x

   знак второй производной 

Пример 4.12. Найти интервалы выпуклости и вогнутости, точки 
перегиба графика функции 4126 23 ++−= xxxy . 
Решение. Имеем, .126     ,12123 2 −=′′+−=′ xyxxy  
Если 0=′′y , то 2.     ,0126 ==− xx  Эта точка делит область опреде-
ления функции на интервалы ( )2 ,∞−  и ( )∞+ 2, . Найдем вторую 
производную функции:  
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y  

y ′′           –           
перегиба
точка

2
        +            

x
            12)2( =у . 

Таким образом, на интервале ( )2 ,∞−  кривая выпукла, на интервале 
( )∞+ ,2  кривая вогнута, точка ( )12 ,2  является точкой перегиба. 
  

§ 10. Асимптоты графика функции и их нахождение 
 

Определение. Асимптотой кривой называется прямая, к кото-
рой как угодно близко приближается точка кривой при ее неограни-
ченном удалении от начала координат. 

Различают вертикальные и наклонные асимптоты. 

Вертикальные асимптоты. Прямая ax =  является вертикаль-
ной асимптотой кривой )(xfy = , если  хотя бы один из односто-
ронних пределов )(lim

0
xf

ax ±→
 равен ∞ , (рис.4.5).       

                  y                                    bkxy +=  
 

  
 
 
                                                           )(xfy =  
 
                    0                           a                                          x 
 

Рис.4.5 

Наклонные асимптоты. Если существуют конечные пределы   

               
x
xfk

x

)(lim
±∞→

= ,                   ( )kxxfb
x

−=
±∞→

)(lim ,  

то прямая bkxy +=  есть наклонная асимптота кривой )(xfy = . 
Если указанные пределы при +∞→x  и −∞→x  различны, то име-
ем правую и левую наклонные асимптоты. В случае 0=k  асимптота  
называется горизонтальной. Если хотя бы один из пределов не     
существует ( k  или b ) или ∞= , то кривая )(xfy =  не имеет        
наклонных асимптот. 
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Пример 4.13. Найти асимптоты кривой 
1

2

−
=

x
xy . 

Решение. При 1≠x  функция непрерывна. Так как −∞=
−−→ 1

lim
2

01 x
x

x
, 

а +∞=
−+→ 1

lim
2

01 x
x

x
, то 1=x  – вертикальная асимптота. 

Уравнения наклонных асимптот ищем в виде bkxy += , где  

1
11

1lim
1

lim
)1(

limlim
2

=
−

=
−

=
−

==
∞→∞→∞→∞→

x
x

x
xx
x

x
yk

xxxx
; 

1
1

lim
1

lim)(lim
2

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−=

∞→∞→∞→ x
xx

x
xkxyb

xxx
. 

Следовательно, 1+= xy  - наклонная асимптота. 
 

§ 11. Общая схема исследования функции и 
 построение ее графика 

 
Исследование функции можно проводить по следующей схеме: 
1. Найти область определения функции, точки пересечения с осями 

координат, точки разрыва функции. 
2. Установить четность или нечетность функции, ее периодичность. 
3. Найти интервалы монотонности, точки экстремума функции, вы-

числить значения экстремумов. 
4. Найти интервалы выпуклости и вогнутости функции, точки пе-

региба. 
5. Найти асимптоты функции. 
6. На координатную плоскость нанести все найденные характерные 

точки и по результатам исследования построить эскиз графика 
функции. 
Пример 4.14. Исследовать функцию )54ln( 2 +−= xxy  и по-

строить ее график. 
      Решение.  Воспользуемся общей схемой исследования функции. 
1) Найдем область определения функции.  

Так как выражение, стоящее под знаком логарифма, должно 
быть положительно, то решим неравенство 0542 >+− xx . 
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 Дискриминант квадратного трехчлена 045442 <−=⋅−=D , 
поэтому неравенство выполняется при любых x . Следовательно, 
областью определения функции является вся числовая ось 

RyD =)( . 
Найдем точки пересечения кривой с осями координат.  
Если 0=x , то 6,15ln ≈=y , т.е. точка )5 ln;0(  - точка пересе-

чения с осью Oy . 
Если 0=y , то 0)54ln( 2 =+− xx , 1542 =+− xx , 0442 =+− xx , 

0)2( 2 =−x , 2=x , т.е. )0;2(  - точка пересечения с осью Ox . 
Функция всюду непрерывна и не имеет точек разрыва. Значит, 

функция не имеет вертикальных асимптот. 

2) Установим четность или нечетность функции.  
Находим )54ln()( 2 ++=− xxxy . Так как )()( xyxy ≠− и 

)()( xyxy −≠− , то функция не является ни четной, ни нечетной. 

3) Определим интервалы монотонности и точки экстремума функ-
ции. Находим первую производную: 

54
42

2 +−
−

=′
xx

xy . 

Так как 0542 ≠+− xx , то критические точки функции найдем 
из уравнения 0=′y , т.е. 042 =−x , 2=x . Точка 2=x  разбивает 
всю числовую ось на интервалы )2;(−∞  и );2( +∞ : 
 

y  

y′          –       
min

2
      +     x  

Поскольку при переходе через точку 2=x  первая производная 
меняет знак с «минус» на «плюс», то 2=x  – абсцисса точки мини-
мума, 

01ln)584ln()2(min ==+−== yy . 
Следовательно, А )0;2(  - точка минимума функции. 
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4)  Для определения интервалов выпуклости и вогнутости кривой и 
точек перегиба найдем вторую производную: 

22

2

22

2

)54(
682

)54(
)42)(42()54(2

+−
−+−

=
+−

−−−+−
=′′

xx
xx

xx
xxxxy . 

Для нахождения критических точек первой производной решаем 
уравнение 0=′′y  или 0682 2 =+− xx , 0342 =+− xx , 

3422,1 −±=x , 11 =x , 32 =x . 
 Эти два решения разбивают всю числовую ось на три интервала: 
y  

y ′′    –   
перегиба

точка

1
 +  

перегиба

точка

3
      –      x  

Поскольку при переходе через точки 1=x  и 3=x вторая произ-
водная меняет знак, то точки B )2ln;1(  и C )2ln;3(  являются точками 
перегиба кривой )7,02(ln ≈ . 

5)   Для нахождения асимптот вычисляем пределы: 

x
xx

x
xx

x
yk

xxx ′
′+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

=
+−

==
±∞→±∞→±∞→

))54(ln(lim)54ln(limlim
22

 

0
42

2lim
)54(

)42(lim
54

42lim 22 =
−

=
′+−

′−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

=
+−

−
=

±∞→±∞→±∞→ xxx
x

xx
x

xxx
. 

Здесь при вычислении предела дважды использовано правило 
Лопиталя. 

∞=+−=−=
±∞→±∞→

)54ln(lim)(lim 2 xxkxyb
xx

. 

Следовательно, наклонных асимптот нет. 
6)   Строим график функции (рис.4.6). 

                         y 
                    ln5 

                      
                            

                    ln2     – 
 

                           0            1         2         3                   x 
                                                                    Рис. 4.6. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ  УПРАВЛЯЕМОЙ 
 САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ  

 

1. Найти производные 
dx
dy  функций 

а) ;123 ++−= xxxy                      б) ;
12

21
3

3

+
−

=
x

xy  

в) ;arcsin 2xy =                                  г) ( )xey cosln= ; 

д) ( ) ;2sinsinsin 22 xxxy ++=          е) ( )32 2sin5 xy xctg += . 

2. Записать уравнение касательной и нормали к кривой 
643 2 +−= xxy  в точке 20 =x . 

3. Материальная точка движется по закону .1124 3 +−= tts  Найти 
ее скорость и ускорение в момент времени секt 40 = . 

4. Найти пределы с помощью правила Лопиталя. 

а) ;
3

1lim
6

0 xtg
e x

x

−
→

                                     б) ;5cos1lim 20 x
x

x

−
→

 

5. Найти точки экстремума и точки перегиба функции 
.193 23 +−−= xxxy  

6. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
2

2

−
=

x
xy  на 

отрезке [ ]1;1− . 

7. Записать  уравнения вертикальных асимптот графика функции 

4
2

2

3

−
+−

=
x

xxy . 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №4 
 

10.  Производной функции ( )xfy =  по аргументу x  называется… 
а) отношение приращения функции yΔ  к приращению аргумента 

xΔ ;    б) предел отношения приращения аргумента xΔ  к            
приращению функции yΔ  при 0→Δx ; 
в) отношение приращения аргумента xΔ  к приращению функции 

yΔ ;   г) предел отношения приращения функции yΔ  к                
приращению аргумента xΔ при 0→Δx . 
20.  Найдите производную функции ( )xtgy ln=  

а)
x

tgxx
x

1ln
cos

1
2 ⋅+⋅ ;                     б)  

( )xx lncos
1
2⋅

; 

в) 
xx 2cos

11
⋅ ;                                     г) ( )xctg

x
ln1

⋅ . 

3.  Среди приведенных функций укажите те, производная которых 
равна x8  
а) ( )442 −= xy ;                                    б)  58 += xy ; 
в) 104 2 += xy ;                                    г) ( )( )1054 +−= xxy . 

4.  Точка движется прямолинейно по закону 34 ttS += . Найти 
скорость движения точки в момент 2=t сек.: 
а) 12;                     б) 16;                      в) 10;                     г) 5. 

5.  Уравнение нормали к графику функции ( )xfy =  в точке с    
абсциссой 0x  имеет вид: 

а) ( ) ( ) ( )00
0

1 xxxf
xf

y −⋅+
′

= ;           б)  ( ) ( ) ( )0
0

0
1 xx
xf

xfy −
′

−= ; 

в) ( ) ( )( )000 xfxxfxy ′−⋅′=− ;            г) ( ) ( ) ( )000 xxxfxfy −⋅′+= . 

6*.  Сколько точек перегиба имеет функция xxy 44 += ? 
а) ни одной;          б)  одну;                  в) две;                  г) три. 

7*.  Укажите точки экстремума непрерывной на всей числовой 
прямой функции ( )xy , если ( ) ( )21 2 −+=′ xxy : 
а) 2=x  - точка max;                             б)  2=x  - точка min; 
в) 1−=x  - точка max;                          г) 1−=x  - точка min. 
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ИТОГОВЫЙ КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ №1 

1. Вычислить определитель   
17

52
−

. 

2. Найти длину вектора 
→

MN , если ( ) ( )216215 ;;N,;;M . 

3. Векторы  ( )121 −= ;;ar  и  ( )363 −= ;;b
r

 являются  
а) ортогональными;                     б) компланарными; 
в) коллинеарными;                 г) равными. 
4. Уравнение плоскости 0=+++ DCzByAx  называется 
а) каноническим;                         б) общим; 
в) параметрическим;                 г) в отрезках. 
5. Уравнение прямой, проходящей через точку ( )521 ;;A  
параллельно вектору ( )241 −−= ;;ar , имеет вид 

а) 
5

2
2

4
1

1 +
=

−
=

+ zyx ;               б) ( ) ( ) ( ) ;025421 =++−++ zyx  

в) 
2
5

4
2

1
1

−
−

=
−

=
−
− zyx  ;               г) ( ) ( ) ( ) 05241 =−+−+−− zyx . 

6. Записать величину отрезка, которую отсекает прямая 
0126 =−+ yx  от оси Oy . 

7. Какая кривая на плоскости xOy  задается уравнением 
45 2 =− xy ? 

а) парабола;  б)гипербола;       в)эллипс;           г)окружность.  

8. Записать величину большой полуоси эллипса 1
49

22

=+
yx . 

9. Каким уравнением задается поверхность на рисунке? 
 

а) 2

2

2

2

2
b
y

a
xz += ; 

б)  22 yxz −= ; 
в)  222 yxz −= ; 
г)  222 yzx −= .  

10. Какая функция является сложной? 
а) xey = ;           б) xy 2log= ;        в) ( )1+= xlny ;          г) arctgxy = . 

o

z

y
x 
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11. Какая функция определена на интервале [ )∞+;2 ? 

а) 
2−

=
x
xy ;     б) 2−= xy ;      в) 2+= xy ;     г) 42 −= xy . 

12. Найти 
x

x
x

5sinlim
0→

. 

13. Найти 
4

2lim 22 −
−

→ x
x

x
. 

14. Предел  ( ) ( )
x

xfxxf
x Δ

−Δ+
→Δ 0

lim  называется  

а) дифференциалом функции;         б) приращением функции; 
в) производной функции;                 г) замечательным пределом. 
15. Найти ( )1y′ , если ( )22 5+= xy . 

16. Найти 
dx
df  для функции ( ) 3

2 3
x

xxf −
=  

а) 
x3

2 ;              б) 23
32

x
x − ;              в) 4

29
x

x− ;              г) 6

24 35
x

xx +− . 

17. Если 0>′y на интервале ( )b;a , то на этом интервале функция y  

а) возрастает;     б) убывает;            в) вогнута;          г) выпукла. 
18. Если график функции ( )xf  выглядит как на рисунке, то  на 
интервале ( )ba,  ( )xf ′  и ( )xf ′′  удовлетворяют условиям  

 

а) ( ) ( ) 00 <′′<′ xf;xf ; 
б) ( ) ( ) 00 <′′>′ xf;xf ; 
в) ( ) ( ) 00 >′′<′ xf;xf ; 
г) ( ) ( ) 00 >′′>′ xf;xf . 

 
19. Запишите меньшую критическую точку функции ( )xfy = ,  
если ( ) ( )( )215 −−=′ xxxf . 

20. Вертикальная асимптота графика функции 
8

1032

−
+−

=
x

xxy  

задается уравнением. 
а) 8=y ;                  б) 8=x ;              в) 8−=x ;            г) 8−=y .             

y 

b a O x 
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ПОРЯДОК ИЗУЧЕНИЯ МАТЕРИАЛА ВО 2-М СЕМЕСТРЕ 

Учебной программой по изучению дисциплины "Математика" 
для инженерно-технических специальностей вузов 
сельскохозяйственного профиля во втором семестре  предусмотрено 
изучение следующих модулей:  
5. Неопределенный интеграл. 
6. Определенный интеграл. 
7. Функции нескольких переменных. 

 При подготовке к сдаче экзамена по содержанию названных    
модулей студент должен: 
-  внимательно изучить теоретический материал указанных        
модулей с помощью рекомендуемого списка литературы; 
-  изучить краткий конспект с примерами решенных задач по пред-
лагаемому методическому пособию; 
-  протестировать себя с помощью предлагаемых тестовых          
заданий, которые помещены в конце каждого модуля; 
-  при необходимости дополнительно изучить предлагаемые разде-
лы или обратиться за консультацией к преподавателям кафедры; 
-  протестировать самостоятельно себя по предлагаемому         ито-
говому тесту 2 семестра. 
 
УЧЕБНАЯ ПРОГРАММА ПО УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЕ  

«МАТЕМАТИКА» (2 СЕМЕСТР) 

 Модуль  5.  
Неопределенный интеграл 

1.  Первообразная функция и неопределенный интеграл. Теорема о 
первообразной. [1], гл. 10, §1. 

2. Основные свойства неопределенного интеграла.[1], гл. 10, §3. 
3.  Таблица интегралов основных элементарных функций[1],гл.10,§2 
4.  Интегрирование  методом  замены  переменной  (методом 

подстановки) в  неопределенном интеграле. [1], гл. 10, §4. 
5.  Интегрирование по частям. [1], гл. 10, §6. 
6.  Интегрирование выражений, содержащих квадратный трехчлен. 

[1], гл. 10, §5. 
7. Интегрирование  простейших  рациональных  дробей[1],гл.10,§7. 
8. Интегрирование дробно-рациональных функций.[1], гл. 10, §§8,9. 
9.   Интегрирование тригонометрических функци. [1], гл. 10, §12. 
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10. Интегрирование иррациональных функций. [1], гл. 10, §§10,13 
11. Несобственные интегралы. [1], гл. 11, §7. 

 
Модуль 6. 

Определенный интеграл 
1. Понятие определенного интеграла, его геометрический смысл. 

[1], гл. 11, §1,2. 
2. Основные свойства определенного интеграла. [1], гл. 11, §3. 
3. Теорема о производной интеграла с переменным верхним     

пределом. [1], гл. 11, §4. 
4.  Формула Ньютона-Лейбница. [1], гл. 11, §4. 
5.  Замена переменной в определенном интеграле. [1], гл. 11, §5. 
6.  Вычисление определенных интегралов методом интегриро-вания 

по частям. [1], гл. 11, §6. 
7.  Вычисление площадей плоских фигур. [1], гл. 12, §§1, 2. 
8.  Вычисление длины дуги кривой. [1], гл. 12, §3. 
9. Вычисление объема и площади поверхности тела вращения. [1], 

гл. 12, §4, 5, 6. 
10.Координаты центра масс. [1], гл. 12, §8. 

 
Модуль  7.  

Функции нескольких переменных 

1.  Определение функции нескольких переменных. Геометри-ческое 
изображение функции двух переменных. [1], гл. 8, §1, 2. 

2.  Предел  и  непрерывность  функции  двух  переменных.   [1], гл. 
8, §4. 

3.  Частные производные функции нескольких переменных [1],  
гл. 8, §§3, 5, 6, 12. 

4.  Дифференциал функции нескольких переменных. [1], гл. 8, §§7,8. 
5.  Неявные  функции.  Производные  неявной  функции. [1], гл. 8, 

§11. 
6. Уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности. 

Геометрический смысл полного дифференциала функции двух 
переменных. [1], гл. 8, §6. 

7. Экстремум функции двух переменных. Необходимое и 
достаточные условия экстремума функции двух переменных. [1], 
гл.8, §17. 
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Модуль 5. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§  1.  Неопределенный интеграл и его свойства 
 

Опр. Первообразной функцией для функции )(xf  на промежутке 

Х называется такая функция )(xF , производная которой равна 

данной функции, т.е.  
)()( xfxF =′  для любых Xx∈ . 

Например, xsin  есть первообразная функции xcos  для любого 
действительного х, так как xx cos)(sin =′ , xln  есть первообразная 

функция 
x
1  на промежутке ),0( ∞+ , т. к. 

x
x 1)(ln =′ . 

Если )(xF  и )(xΦ  – две первообразные для одной и той же 

функции )(xf , то CxFx +=Φ )()( , где С – постоянная. 

Опр. Совокупность всех первообразных CxF +)(  функции )(xf  

называется неопределенным интегралом от функции )(xf  и 

обозначается 

∫ += CxFxxf )()( d . 

Функция )(xf  называется подынтегральной функцией, а xxf d)(  

подынтегральным выражением. 
Свойства неопределенного интеграла 

1. ( ) )()( xfxxf =′∫ d  или  ∫ = xxfdxxf d)())(d( . 

2. ∫ +=′ Cxfxxf )()( d  или  ∫ += Cxfxf )()(d . 

3. ∫ ∫= xxfcxxcf dd )()(      (с = const). 

4. [ ]∫ ∫ ∫+=+ xxfxxfxxfxf ddd )()()()( 2121 . 

5. Если )(xF  – первообразная функции )(xf , а )(xuu =  – 

дифференцируемая функция, то ∫ += CuFuuf )()( d . 
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Таблица неопределенных интегралов 
 

1. ∫ += Cuud  2. ∫ =Cud0  

3. 
Cuuu +

+α
=∫

+α
α

1
d

1
 ( 1−≠α ), 

∫ += Cu
u
u lnd  

4. 
∫ +−= C

uu
u 1d
2 ,   

∫ += Cu
u
u 2d  

5. ∫ += C
a

aua
u

u

ln
d , 

( 1,0 ≠> aa )
6. ∫ += Cu uu ede  

7. ∫ +−= Cuuu cosdsin  8. ∫ += Cuuu sindcos  

9. ∫ += Cu
u

u tg
cos

d
2  10 ∫ +−= Cu

u
u ctg

sin
d

2  

11. ∫ +=
+

C
a
u

aua
u arctg1d

22

 
12. ∫ +

−
+

=
−

C
au
au

aua
u ln

2
1d

22

 

13. ∫ +
+
−

=
−

C
au
au

aau
u ln

2
1d

22

 
14. ∫ +=

−
C

a
u

ua

u arcsind
22

 

15. Cauu
au

u
+++=

+
∫ 22

22
lnd  16. Cauu

au

u
+−+=

−
∫ 22

22
lnd  

17. Cu
u

u
+=∫ |

2
tg|ln

sin
d  18. ∫ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+= Cu
u

u
42

tgln
cos
d  

19. ∫ +−= Cuuu coslndtg  20. ∫ += Cuuu sinlndctg  
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Пример 5.1.  Найти ( )∫ − xxx d
2

. 

Решение. Возведем подынтегральную функцию в квадрат и 
разобъем интеграл на сумму трех табличных интегралов:  

( ) ( )∫ ∫ =+−=− xxxxxxxx d2d 22
=+−∫ ∫∫ xxxxxx dd2d 2/32  

Cxxx
++−=

22/5
2

3

22/53

 = Cxxx
++−

25
4

3

22/53

. 

Пример 5.2. Найти ∫ + 3
d

2x
x . 

Решение. ∫ + 3
d

2x
x =

( )
Cx

x

x
+=

+
∫ 3

arctg
3

1

3

d
22

. 

 
 

§ 2. Замена переменной в неопределенном интеграле 
(Метод  подстановки) 

 
При вычислении неопределенных интегралов методом замены 

переменной применяют два типа подстановок: либо )(xu ϕ= , либо 

)(tx ψ= , где )(xϕ  и )(tψ  — некоторые функции. 

После подстановки полученный интеграл может оказаться проще 
исходного. 

Частным случаем метода замены переменной является метод 
подведения под знак дифференциала, основанный на формуле 

 
)(dd)( xxx ϕ=ϕ′ . 

Например, xx
x

lndd1
= , 2

2

d
2
1

2
dd xxxx ==  и т.п. 
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Пример 5.3. Найти ∫ + xx d)12sin( . 

Решение. Сделаем замену переменной  

  
2

112 −
=⇒=+

uxux ,  uxduux d
2
1d,

2
1d =
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= . 

Тогда       ==⋅=+∫ ∫ ∫ uuuuxx dsin
2
1d

2
1sind)12sin(  

=+−= Cucos
2
1 Cx ++−= )12cos(

2
1 . 

Можно этот интеграл находить иначе, предварительно        
преобразовав выражение под знаком дифференциала: 

)12(d
2
1)2(d

2
1d +== xxx , 

так как дифференциал от постоянной 0dd =′= xсc . Значит, 

∫ ∫ =+⋅+=+ )12(d
2
1)12sin(d)12sin( xxxx ==+ ux 12  

∫ ++−=+−== CxCuuu )12cos(
2
1cos

2
1dsin

2
1 . 

Пример 5 .4.  Найти ∫ xx
x

ln
d .  

Решение. Поскольку )(ln1 ′= x
x

, то подводя 
x
1  под знак 

дифференциала xd , получаем )(lndd1 xx
x

= .  

Тогда ∫∫ = .
ln

)(lnd
ln
d

x
x

xx
x  Обозначив ux =ln , получим табличный 

интеграл вида     

∫ +=+= CxCu
u
u lnlnlnd . 
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Пример 5.5. Найти ∫ + 9
d

4x
xx .  

Решение.  Введем x  под знак дифференциала.  Тогда  

===
+

====
+

∫∫ ux
x

x
xxxx

x

xx 2

222

2

2
2

4 3)(

d
2
1

d
2
1

2
dd

9

d  

CxxCuu
u

u
+++=+++=

+
= ∫ |9|ln

2
1|3|ln

2
1

3

d
2
1 4222

22
. 

 
§ 3. Интегрирование по частям 

 
Если )(xu  и )(xv - непрерывно дифференцируемые функции, 

тогда uvvuuv dd)(d += . Интегрируя обе части полученного 

равенства и учитывая, что ∫ = uvuv)(d , получим формулу 

интегрирования по частям в неопределенном интеграле: 

∫ ∫−= uvuvvu dd . 
Среди интегралов, берущихся по частям, выделяют три         

основных класса интегралов: 

1. ∫
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
xx

x
x

x

n d
e

cos
sin

, здесь полагают xnxuxu nn dd 1−=⇒= . 

2. ∫

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

x

x
x
x
x

x

xn d

arcctg
arctg

arccos
arcsin

ln

, здесь полагают 
1

dd
1

+
=⇒=

+

n
xvxxv

n
n . 

3.  ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

x
x
xx d

sin
cos

e ,  полагают либо xu e= ,  либо  xev xdd =  и 

дважды интегрируют по частям. 
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Замечание. Иногда формулу интегрирования по частям          
применяют несколько раз подряд.  

Пример 5.6. Найти ∫ −+ .d)2( 8 xexx x  
Решение. Применим формулу интегрирования по частям, полагая  

( ) xxxuxu dd2d2 =′+=⇒+=

( ) xx exxvxev 88x-8x-8

8
18-de

8
1dedd −− −=−==⇒= ∫∫ . 

Тогда 

( ) ∫∫ −−− ++−=+ xexexexx xxx d
8
12

8
1d)2( 888 =

( ) ( ) CexeCexe xxxx +−+−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅++− −−−− 8888

64
12

8
1

8
1

8
12

8
1  

 

Пример 5.7. Найти ∫ .d2cos2 xxx  
Решение. Применим формулу интегрирования по частям, полагая  

xxuxu d2d2 =⇒= , xxxvxxv 2sin
2
1d2cosd2cosd ∫ ==⇒= . 

Тогда  

∫∫ ∫ −=⋅−= xxxxxxxxxxxxx d2sin2sin
2
1d22sin

2
12sin

2
1d2cos 222

К последнему интегралу снова применим формулу интегрирования 
по частям, полагая  

xuxu dd =⇒= , xvxxv 2cos
2
1d2sind −=⇒= . 

Окончательно получаем 

∫ ∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−−−= xxxxxxxxx d2cos

2
12cos

2
12sin

2
1d2cos 22

Cxxxxx +−+= 2sin
4
12cos

2
12sin

2
1 2 . 
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Пример 5 .8.  Найти ∫ xxx dln2 . 

Решение. =
==

==
=∫

3
dd

d1dln
dln 3

2

2

xvxxv

x
x

uxu
xxx  

∫ =⋅−⋅= x
x

xxx d1
33

ln
33

=+⋅−=− ∫ Cxxxxxxx
33

1ln
3
1d

3
1ln

3
1 3

323  

Cxx +−= )
3
1(ln

3
1 3 . 

 
§ 4. Интегрирование выражений, содержащих  

квадратный трехчлен 
 

Интегралы вида  

∫ ∫∫ ∫
++

+
++

+

++++
x

cbxax

nmxx
cbxax

nmx

cbxax

x
cbxax

x d,d,d,d
2222

 

сводятся к табличным после предварительного выделения полного 
квадрата в квадратном трехчлене с последующей заменой              
переменной. 

Пример 5.9. Найти ∫ ++
.

56
d

2 xx
x  

Решение.  Выделим в знаменателе полный квадрат 

)332(56 222 +⋅+=++ xxxx 4)3(53 22 −+=+− x . 

Тогда 

∫ ∫ =+
++
−+

=+
+
−

⋅
=

−
=

=
−=
=+

=
−+

C
x
xC

u
u

u
u

ux
ux

ux

x
x

23
23ln

4
1

2
2ln

22
1

4
d

dd
3

3

4)3(
d

22

C
x
x

+
+
+

=
5
1ln

4
1 . 
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Пример 5.10. Найти ∫
+−

−

5129
d)1(
xx
xx

2 . 

Решение. 

∫∫∫

∫

=
+
−

=⋅
+

−
+

==
+

=

=−

=
+−

−
=

=
+−=

=+−+⋅⋅−=+−
=

+−
−

u
u
uu

u

u

uxux

ux

xx
xx

x

xxxx
xx
xx

2

2

d
1

1
9
1d

3
1

1

1
3

2

d
3
1d,

3
2

,23

5129
d)1(

1)23(

544322)3(5129
5129

d)1(

22

2

22

∫ ∫∫ −+=−
+
+

⋅=
+

−
+

= )1ln(
18
1arctg

9
1

1
)1d(

2
1

9
1

1
d

9
1d

19
1 2

2

2

22 uu
u
u

u
uu

u
u  

.)23(arctg
9
1)5129ln(

18
1arctg

9
1 2 CxxxCu +−−+−=+−  

 
§ 5. Интегрирование дробно-рациональных функций 

 
Рациональной функцией называют дробь вида 

01

01

)(
)(

bxbxb
axaxa

xQ
xP

n
n

m
m

n

m

+++

+++
=

K

K
, 

где )(xPm , )(xQn  – многочлены степеней m  и n  соответственно. 
Если nm ≥ , то дробь называется неправильной, а если nm <  – 

правильной. 
Если дробь неправильная, то выделяют целую часть. Для этого 

числитель делят "уголком" на знаменатель. 

Например, дробь 
1

32
2

3

++
+
xx

x  является неправильной, так как в 

числителе стоит многочлен третьей степени, а в знаменателе –     
второй. Разделим числитель на знаменатель: 

                    
xxx

x

222

32
23

3

++

+
−               

22
12

−
++

x
xx  

222

322
2

2

−−−

+−−
−

xx

xx  

            5 
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При делении на каждом шаге мы  знаменатель 12 ++ xx           
умножили на такую степень x , чтобы при вычитании полученного 
после этого многочлена старшие степени уничтожались (сначала мы      
умножили на x2 , затем  на ( 2− )). 

Следовательно, неправильную дробь можно представить в виде:  

1
522

1
32

22

3

++
+−=

++
+

xx
x

xx
x . 

Из алгебры известно, что всякую правильную рациональную 
дробь можно разложить на сумму простейших рациональных дро-

бей вида:                           nax
A

)( −
;       lqpxx

CBx
)( 2 ++

+ , 

где k , l  – натуральные числа, A , B , C , a , p , q  – постоянные, 

причем 042 <− qp  (квадратный трехчлен qpxx ++2  не имеет   

действительных корней). 

Интегрирование правильной рациональной дроби 
)(
)(

xQ
xP

n

m  ( nm < ) 

производят по следующей схеме: 
1) Раскладывают знаменатель на неприводимые множители (линей-
ные и квадратичные) 

lk
n qpxxaxxQ )()()( 2 ++⋅⋅−= K . 

2) Представляем правильную рациональную дробь в виде суммы 
простейших рациональных дробей с неопределенными                    
коэффициентами: 

KK
K

+
−

++
−

+
−

=
++⋅⋅−

= k
k

lk
m

n

m

ax
A

ax
A

ax
A

qpxxax
xP

xQ
xP

)()()()(
)(

)(
)(

2
21

2

 

.
)()()( 222

22
2

11
l

ll

qpxx
CxB

qpxx
CxB

qpxx
CxB

++

+
++

++

+
+

++

+
+ K  
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Т.е. каждому множителю kax )( −  в знаменателе соответствует    

сумма k  дробей вида i
i

ax
A

)( −
 ( 1=i , 2, K , k ), а каждому            

множителю lqpxx )( 2 ++  – сумма l  дробей вида: 

j
jj

qpxx
CxB

)( 2 ++

+
, ( 1=j , 2, K , l ). 

3) Находим неопределенные коэффициенты разложения. 
Для определения коэффициентов iA  ( 1=i , 2, K , k ), jB , jC   

( 1=j , 2, K , l ) правую часть разложения приводят к общему      

знаменателю и приравнивают числитель полученной дроби к )(xPm .  

Затем, 
а) либо приравнивают коэффициенты при одинаковых         

степенях x  (метод неопределенных коэффициентов); 
б) либо придают x  частные значения, в первую очередь      

значения корней знаменателя (метод частных значений); 
в) либо комбинируют оба указанных приема. 

4) Вычисляем интегралы. В общем случае интеграл от                 
рациональной функции всегда может быть выражен через             
элементарные функции: степенную, xln  и xarctg . 

Пример 5.11. Найти ∫ −
+ x

xx
x d

9
3

3

2

. 

Решение. Дробь 
xx

x
9
3

3

2

−
+    является правильной. Разложим           

знаменатель дроби на простые множители: 

)9(9 23 −=− xxxx )3)(3( +−= xxx . 

Разложение подынтегральной функции на сумму простейших 
дробей имеет вид: 
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33)3)(3(
32

+
+

−
+=

+−
+

x
C

x
B

x
A

xxx
x . 

Приведя правую часть к общему знаменателю и приравнивая 
числители, получим 

).3()3()3)(3(32 −++++−=+ xCxxBxxxAx  

Для определения коэффициентов CBA ,,  применяем метод 

частных значений. Будем полагать в последнем равенстве х равным 
корням знаменателя: 

⇒
=
=
−=

−=
=
=

C
B
A

x
x
x

1812
1812
93

3
3
0

.
3
2,

3
2,

3
1

==−= CBA  

Поэтому  

∫∫∫ ∫ +
−
−

+−=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

−
+−=

−
+

3
)3(d

3
2d

3
1d

3
3
2

3
3
2

3
1

d
9
3

3

2

x
x

x
xx

xxx
x

xx
x  

∫ +++−+−=
+
+

+ .|3|ln
3
2|3|ln

3
2||ln

3
1

3
)3(d

3
2 Cxxx

x
x  

Пример 5.12. Найти ∫ +
−− x

xx
xx d

)1(
2

22

25

. 

Решение. Дробь 
)1(
2

22

25

+
−−

xx
xx    является неправильной. Выделим     

целую часть: 

             
35

25 2

xx

xx

+

−−
    

x
xx 24 +  

           223 −−− xx  
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Следовательно, 

∫ ∫ ∫ +
++

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
++

−=
+
−− x

xx
xxxx

xx
xxxx

xx
xx d

)1(
2

2
d

)1(
2d

)1(
2

22

232

22

23

22

25

. 

Вычислим последний интеграл. Разложение на простейшие      
элементарные дроби будет иметь вид: 

1)1(
2

2222

23

+
+

++=
+
++

x
DCx

x
B

x
A

xx
xx . 

Приводя правую часть к общему знаменателю и приравнивая 
числители, получаем 

22223 )()1()1(2 xDCxxBxAxxx +++++=++ . 

Применим метод неопределенных коэффициентов, т.е. будем 
приравнивать коэффициенты при одинаковых степенях x : 

 
3x     CA+=1 , 
2x     DB +=1 , 

x      A=0 , 
0x    B=2 , 

 

откуда находим 0=A , 2=B , 1=C , 1−=D . 

Значит,  

∫ ∫∫ ∫ +
+

−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+−=
+
−−

1
dd2

2
d

1
12

2
d

)1(
2

22

2

22

2

22

25

x
xx

x
xxx

x
x

x
xx

xx
xx  

∫∫ =+
+
+

−−−=
+

+ x
x
x

x
x

x
x arctg

1
)1(d

2
1)1(2

21
d

2

22

2  

.arctg)1ln(
2
12

2
2

2

Cxx
x

x
+++−+=  
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§ 6. Интегрирование тригонометрических функций 
 

I. Рассмотрим интегралы вида:  ∫ ⋅ xdxx nm cossin . 

1. Если хотя бы одно из чисел m  или n  – нечетное                
положительное,  то от нечетной степени отделяем  один множитель 
и вносим его под знак дифференциала. Оставшуюся четную степень 
выражаем через дополнительную функцию с помощью формул 

.sin1cos,cos1sin 2222 xxxx −=−=  

Пример 5 .13. Найти  xxx dcossin 52∫ ⋅  

Решение. =⋅⋅=⋅ ∫∫ xxxxxxx dcoscossindcossin 4252  

===−== ∫∫ txxxxxxx sin)(sind)sin1(sin)(sind)(cossin 222222  

+−=+−=+−=−= ∫∫∫ 5
2

3
d)2(d)21(d)1(

53
642422222 ttttttttttttt

.sin
7
1sin

5
2sin

3
1

7
753

7

CxxxCt
++−=++  

2. Если оба числа m  и n  четные неотрицательные, то           
применяем формулы понижения степени 

2
2cos1cos2 xx +

= , 
2

2cos1sin 2 xx −
= , xxx 2sin

2
1cossin = . 

Пример 5 .14. Найти  ∫ xxx dcossin 22  

Решение. == ∫∫ xxxxxx d)cos(sindcossin 222  

∫ ∫∫∫∫ =−=
−

=== )d4cosd(
8
1d

2
4cos1

4
1d2sin

4
1d)2sin

2
1( 22 xxxxxxxxx  

.4sin
32
1

8
1)4d4cos

4
1(

8
1 Cxxxxx +−=−= ∫  
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II. Интегралы вида  

∫∫ = ),3,2(,dctg,dtg Kmxxxx mm , 

вычисляются соответственно с помощью подстановок: 
.ctg,tg txtx ==  

 

Пример 5 .15. Найти ∫ xxdtg 4  

Решение. ∫∫ =
+

=

+
=

=
=

= t
t

t

t
tx

tx
tx

xx d
1

1
dd

arctg
tg

dtg 2

4

2

4  

1

1
2

2

24

4

−

+

+
=

t

t

tt

t
= ∫ ∫ ∫∫ =

+
+−=

+
+− t

t
tttt

t
t d

1
1ddd)

1
11(

2
2

2
2  

  
12

2

−−

−

t

t
        = .tgtg

3
1arctg

3
3

3

CxxxCttt
++−=++−  

        1  
 

III. При вычислении интегралов 
 

∫ xbxax dsinsin ,  ∫ xbxax dcoscos , ∫ xbxax dcossin  

применяют формулы 

[ ])cos()cos(
2
1sinsin β+α−β−α=βα , 

[ ])cos()cos(
2
1coscos β+α+β−α=βα , 

[ ])sin()sin(
2
1cossin β+α+β−α=βα . 
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IV. В общем случае интегралы вида ∫ xxxR d)cos,(sin , где R  – 

рациональная функция, приводятся к интегралам от рациональной 
функции новой переменной t  с помощью универсальной               

подстановки  tx
=

2
tg , при этом    

21
2sin

t
tx

+
= , 2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= , 21
d2d
t
tx

+
= . 

Пример 5.16.  Найти  ∫ ++ xx
x

cos2sin32
d . 

Решение. =

+=

+−=

+=

=

=
++∫

)1/(d2d

)1/()1(cos

)1/(2sin

)2/tg(

cos2sin32
d

2

22

2

ttx

ttx

ttx

tx

xx
x  

( ) .2
2

tg3ln
3
1

23
23d

3
1

23
d

1
12

1
232

1
d2

2

2

2

2
Cx

t
t

t
t

t
t

t
t

t
t

++=
+
+

=
+

=

+
−

+
+

+

+ ∫ ∫∫  

§ 7. Интегрирование иррациональных функций 
 
Интегралы вида  

( ) ( ) ( ) xbaxbaxbaxxR s sn mn mn m d,,,, 2 21 1∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++ K , 

где R  – рациональная функция, ss nmnmnm ,,,,,, 2211 K  – целые 

числа, сводятся к интегралам от рациональных функций с помощью 
подстановки  

ktbax =+ , 
где  k  – наименьшее общее кратное показателей корней 

1n snn ,,2 K , т. е. ),,,( 21 snnnНОКk K= . 
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Пример 5.17. Найти  ( )∫ +−+ 32132
d

4 xx
x

. 

 Решение. ( ) ∫∫ =
−

=

=

−
=

=+

=

=
+−+ 2

3

3

4

4

4 )1(
d2

d2d
2

3

32

4)4,2(

32132
d

tt
tt

ttx

tx

tx

НОК

xx
x  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+=
−
+−

=
− ∫ ∫∫ ∫ 1

)1(dd2d
1

1)1(2
1

d2
t
ttt

t
t

t
tt  

( ) =+−+= Ctt 1ln2 ( ) Cxx +−−++ 132ln322 44 .  

 
ЗАДАЧИ ДЛЯ  УПРАВЛЯЕМОЙ 

 САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ  
 

2. Найти интегралы 

1) dx
x

xxx
∫

++− 123

;     2) ( )dxx∫ − 25cos ; 

3) dx
xx ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

− 4

1

4

1
22

; 4) ∫ + 43x
dx ; 

5) ∫ + 42x
xdx ; 6) ∫ x

dxxln ; 

7) ∫ ++ 862 xx
dx ; 8) xxx dcos)32(∫ + ; 

9) xxx dln)12(∫ + ; 10) ∫ xxx dsincos 34 ; 

11) ∫ xdx3sin 2 ; 12) ∫ xx d
2

cos4 ; 

13) ∫ xxx dcos3sin ; 14)  ∫ ++ 121
d

x
x ; 

15) ∫ + x
x
cos23

d ;                               16)  x
xx
x d

)3(
94

2∫ −
− . 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №5 
 

10. Если 5)( xxF = является первообразной некоторой функции )(xf , 
то какая из предложенных функций также является первообразной 

)(xf ? 

а)   6)( ххФ = ;      б) 10)( 5 −= ххФ ;     в) 4)( ххФ =       г)  
5

)(
5ххФ = . 

20. Записать результат интегрирования ∫ + 25
d

2x
x . 

30. Интеграл ∫ xxd4cos  равен 

а) Cx +4sin ;       б) Cx +4sin
4
1 ;           в) Cx +− 4sin

4
1 ;    г) x4sin . 

4. Дробь  
8

2

−x
x называется  

а)  правильной;                                        б) неправильной;  
в)  приведенной;                                      г) неприведенной.  

5.  Записать замену для нахождения интеграла ∫ ++ 65
3

x
dx . 

6.  С помощью какой замены можно найти интеграл 
4cos

1
+x

? 

а) tgtx = ;                б) tgxt = ;            в) 
2
xtgt = ;             г) 

4
xtgt = . 

7*. Для нахождения интеграла ( ) xxх d3sin10∫ + применяется  

формула интегрирования по частям ∫ ∫−= uvuvvu dd , где 
а) xdxdvxu 3sin,10 =+= ;                      б) 10,3sin +== xdvxdxu ; 
в) ( ) dxdvxxu =+= ,3sin10 ;                  г) ( ) xdvdxxu 3sin,10 =+= . 

8*. Замена 6tх = применяется для нахождения интеграла  

а) dx
х
х

∫ + 6

5

;        б) ∫ xdx5cos ;       в) ∫ +
dx

хх
х

12

10
;        г) ∫ +

dx
хх3

5 . 
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Модуль  6. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§ 1. Определенный интеграл и его свойства 
 
Пусть функция )(xf  – определена на отрезке [ ]ba, . Разобьем 

[ ]ba,  произвольным образом на n  частей точками 
bxxxxa n =<<<<= K210 . На каждом из полученных элементар-

ных отрезков длиной 1−−=Δ iii xxx  произвольным образом выберем  
точку ),,2,1( nii K=ξ  и составим сумму  

∑
=

Δξ=Δξ++Δξ+Δξ=
n

i
iinnn xfxfxfxfS

1
2211 )()()()( K . 

Эта сумма называется интегральной суммой для функции )(xf  
на отрезке [ ]ba, . 
                                                  y 
                        А 
  
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                          В 
 
                            a     1ξ    x1              xi-1    iξ      xi                         nξ      b            x 

Рис.  6.1. 
Если существует конечный предел последовательности 

интегральных сумм  nS  при стремлении к нулю наибольшей из 
длин ixΔ , не зависящий ни от способа разбиения отрезка [ ]ba,  на 
частичные отрезки [ ]ii xх ,1− , ни от выбора точек iξ , то он 
называется определенным интегралом от функции )(xf  в 

пределах от a до b  и обозначается символом xxf
b

a
d∫ )( . 

Таким образом, .)(lim)(
10max i

n

i
i

b

a x
xfxxf

i

Δ= ∑∫
=→Δ

ξd  
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Непрерывная на отрезке [ ]ba,  функция )(xf  интегрируема на 
этом отрезке. 

Теорема. Если функция )(xfy = непрерывна на отрезке 
[a;b], то она интегрируема на [a;b], т. е. предел интегральной суммы 
существует и не зависит от способа разбиения отрезка [a;b] на час-
тичные отрезки ixΔ  и выбора на них точек iξ . 
 Если 0)( ≥= xfy  при ];[ bax∈ , то геометрически опреде-
ленный интеграл выражает площадь фигуры, ограниченной графи-
ком функции )(xfy = , осью Оx  и двумя прямыми ax = , 

bx = .Эта фигура называется криволинейной трапецией. В общем 
случае, когда функция )(xfy =  на отрезке [a;b] принимает значе-
ния разных знаков, определенный интеграл выражает разность 
площадей криволинейных трапеций, расположенных над осью Оx  
и под ней, так как площадям криволинейных трапеций, располо-
женных под осью Оx , присваивается знак «-». Например, для 
функции, график которой изображен на рисунке, имеем 

 
 

    Рис. 6.2. 

321)( SSSdxxf
b

a
+−=∫   

 

y 

 

S1 

S2 

S3 

а b 
x0
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Свойства определенного интеграла: 

1. ∫∫ −=
a

b

b

a
xxfxxf dd )()( .    

2.  0)( =∫
a

a
xxf d . 

3. ∫∫ =
b

a

b

a
xxfcxxcf dd )()(  (с = const).   

4. ( )∫ ∫ ∫+=+
b

a

b

a

b

a
xxfxxfxxfxf ddd )()()()( 2121 . 

5. ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
xxfxxfxxf ddd )()()(  для  любого действительного с. 

6. Если функции )(xf , )(xϕ  интегрируемы на отрезке [а,b], где 
a<b, и )(xf ≤ )(xϕ  для всех ∈x [а,b], то 

∫ ∫≤
b

a

b

a
dxxdxxf )()( ϕ . 

7.  Если функция )(xf  непрерывна на отрезке [а,b], тогда найдется 
хотя бы одна точка ],[ bac∈ , что 

))(()( abcfdxxf
b

a
−=∫ . 

 

§ 2. Методы вычисления определенного интеграла 
 

Если )(xF  – одна из первообразных непрерывной на  [ ]ba,  
функции )(xf , то справедлива следующая формула Ньютона-
Лейбница: 

 

)()()(d)( aFbFxFxxf
b

a

b
a −==∫ .



 101

Замена переменной в определенном интеграле осуществляется 
по формуле 

∫ ∫
β

α

φ′φ=
b

a

tttfxxf d)())((d)( , 

где )(tx φ=  имеет непрерывную производную, )(αφ=a , )(βφ=b .  
 

Интегрирование по частям в определенном интеграле 
выполняется по формуле 

∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a uvuvvu dd . 

Пример 6.1. Вычислить ∫

π
2

0

dcos xx . 

Решение. Так как Cxxx +=∫ sindcos ,  

то  .1010sin
2

sinsindcos 2
0

2

0

=−=−
π

==
π

π

∫ xxx  

Пример 6.2. Вычислить ∫ +
1

0
13 xx d . 

Решение. Преобразуем выражение под знаком дифференциала       

=−=
+

=++=+ ∫∫ )14(
9
2

23
)13(

3
1)1d(3

3
1)13(d13 2

3
2
3

1

0

2
3

1

0

2
11

0
|xxxxx  

9
14)12(

9
2 3 =−= . 

Пример 6.3. Вычислить ∫
е

1

ln xdx . 

Решение. Применим формулу интегрирования по частям, положив 

x
dxduxu =⇒= ln ,     xvdxdv =⇒= . 

 Тогда         

=−=∫ ∫
e

1

e

1

e
1lnln

x
dxxxxxdx 11e0e1lnelne e

1 =+−−=−− x . 
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§ 3. Приложения определенного интеграла к задачам 
геометрии и механики 

 
1. Площадь плоской фигуры 

1) Площадь криволинейной трапеции (см. рис. 6.3), 
ограниченной сверху графиком непрерывной функции  y = f (x), 
слева и справа соответственно прямыми  x = a, x = b, снизу осью 
Оx, вычисляется по формуле  

∫ ∫==
b

a

b

a

dxydxxfS )(                               (6.1) 

 
Рис. 6. 3 

2) Площадь фигуры (см. рис. 6.4), ограниченной сверху и 
снизу соответственно кривыми y = f1(x), y = f2(x),  слева и справа 
прямыми x= a, x =b, определяется формулой 

                         ∫ −=
b

a

xxfxfS d))()(( 21                                 (6.2) 

 

bao

y

 x

y=f2(x) 

y=f1(x)

Рис. 6.4

 

o 

y=f(x) 

b a 

y 

x 
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3) Площадь криволинейной трапеции, в случае, когда кривая 
задана параметрическими уравнениями x = x(t), y = y(t), bxa ≤≤ , 

)(),( 21 txbtxa == , будет вычисляться по формуле 

                                     ( ) ( )∫ ′=
1

2

d
t

t

ttxtyS                                      (6.3) 

4) Площадь криволинейного сектора (см. рис. 6.5), 
ограниченного непрерывной кривой, заданной в полярной системе 
координат уравнением r = r(ϕ ) и лучами αϕ =  и βϕ = ,  
вычисляется по формуле 

                                   ∫
β

α

ϕϕ= d)(
2
1 2rS                                      (6.4) 

 
Рис. 6.5 

Пример 6.4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
y = x2  и  x – y +2 = 0.  
Решение. Данная фигура ограничена сверху прямой y = x + 2, а 
снизу – параболой y = x2  (см. рис. 6.6). 

                                                    
Рис. 6.6 

x2 -1 0 

y=x+2 y=x2

y 

0 

β  α
 

r=r(ϕ )

r 
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Точки пересечения этих кривых  найдем из системы уравнений 

2,1022
2 21

22
2

=−=⇒=−−⇔+=⇒
⎩
⎨
⎧

+=
= xxxxxx

xy
xy

 

Для вычисления  площади фигуры  воспользуемся  формулой (6.2) 

=−+=−+=−+=
−−−

− − −−
∫ ∫ ∫∫ ||| 2

1

3
2

1

2

1

22

1

2

1

2

1

2
2

1

2

3
2

2
dd2dd))2(( xxxxxxxxxxxS  

= .
2
9

3
1

3
824

2
12 =−−++−  

Пример 6.5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной эллипсом                 
.sin,cos tbytax ==  

Решение. Так как эллипс (см. рис. 6.7) симметричен относительно 

координатных осей, достаточно найти площадь 
4
1  части фигуры, 

лежащей в первой четверти. Для вычисления площади воспользу-
емся формулой (6.3).  

Найдем пределы интегрирования по t : 

если 0=x , то 
2

0cos π
=⇒= tt  – нижний предел, 

если ax = , то 01cos =⇒= tt  – верхний предел. 
Значит,  

∫∫∫
πππ

=
−

−=−=′=
0

2

0

2

2
0

2

d
2

2cos1dsind)cos(sin
4
1 ttabttabttatbS  

.
4

)0
2

(
2

)2sin
2
1(

2 | 0

2

ababttab π
=+

π
−−=−−=

π
 

Отсюда находим .abS π=  

 
Рис. 6.7 

a 0 

y 

x 
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Пример 6.6. Найти площадь фигуры, ограниченной окружностью 

ϕ= cosar  и лучами 0=ϕ  и 
4
π

=ϕ . 

Решение. В полярной системе координат уравнение ϕ= cosar      

задает окружность радиусом 
2
a  со смещенным центром (рис. 6.8).  

 
 

Рис. 6.8 

Криволинейный сектор, площадь которого мы вычисляем,    

ограничен кривой ϕ= cosar  и лучами 0=ϕ  и .
4
πϕ =  Поэтому  

∫∫∫

πππ

=ϕ
ϕ+

=ϕϕ=ϕϕ=
4

0

2
4

0

22
4

0

2 d
2

2cos1dcosd)cos( aaaS  

.
8

)2()
2
1

4
(

2
)2sin

2
1(

2

22
4

0

2

| +π
=+

π
=ϕ+ϕ=

π aaa  

 

2. Длина дуги кривой 
1) Длина дуги кривой y = f(x), ,bxa ≤≤  вычисляется по 

формуле    

                               xyl
b

a

d)(1 2∫ ′+= .                               (6.5) 

2) Если кривая задана параметрическими уравнениями x =x(t), 
y = y(t), 21 ttt ≤≤ , то 

tyxl
t

t
tt d)()(

2

1

22∫ ′+′= .                       (6.6) 

a 

ϕ= cosar
4
π

=ϕ  

0=ϕ  
rO

2
a  
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3) Если кривая задана уравнением в полярных координатах  

r = r( ),ϕ βϕα ≤≤ , то 

                      ∫
β

α

ϕ′+= d)( 22 rrl .                         (6.7) 

Пример  6 .7. Вычислить длину дуги полукубической параболы  
y2 = x3 от начала координат до точки  А (4, 8) (см. рис. 6.9). 

 
Рис. 6.9 

Решение. Имеем      2
1

2
3

2
3, xyxy =′=  

).11010(
27
8)

4
91(

3
2

9
4

)
4
91(d)

4
91(

9
4d

4
91d)

2
3(1

4
0

2
3

4

0

4

0

4

0

22
1

−=+⋅=

=++=+=+= ∫∫∫

x

xxxxxxl
 

Пример 6.8. Найти длину кардиоиды (см. рис. 6.10)  )cos1( ϕ+= ar . 

 
Рис. 6.10 

x40

y
A (4,8)

a2a
0=ϕ

rO
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Решение.  Имеем 

∫
π

ϕϕ+ϕ+=
0

2222 dsin)cos1(
2
1 aal =

,4
2

sin4
2

d
2

cos22d
2

cos2d
2

cos22

dcos22dsincoscos21

| 0
00 0

2

00

22

aaaaa

aa

=
ϕ

=
ϕϕ

=ϕ
ϕ

=ϕ
ϕ

⋅=

=ϕϕ+=ϕϕ+ϕ+ϕ+=

π
ππ π

ππ

∫∫ ∫

∫∫
 

откуда al 8= . 
3. Объем и площадь поверхности тел вращения 

     1) Объем тела, образованного вращением вокруг оси Оx криво-
линейной трапеции, ограниченной кривой  y = f (x), .bxa ≤≤  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6.11 

(см. рис. 6.11), вычисляется по формуле 

xyV
b

a
x d2∫π=  .                                       (6.8) 

Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой ),(yx ϕ=  
dyc ≤≤ , вращается вокруг оси Оy, то  

.d2 yxV
d

c
y ∫π=                                      (6.9) 

b a 

y=f(x) 

O 

y 

x 

z 
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     2) Площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси  
Ox дуги кривой, заданной уравнением y = f(x), bxa ≤≤ , 
вычисляется по формуле 

xyyQ
b

a
хx d)(12 2∫ ′+π= .                         (6.10) 

     Если дуга x = dycy ≤≤),(ϕ , вращается вокруг оси Oy, то 

yxxQ
b

a
yy d)(12 2∫ ′+π= .                         (6.11) 

Пример 6.9.  Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси 
Ox фигуры, ограниченной кривыми  y = x2  и  x = y2 (см. рис. 6.12). 

Решение .  Найдем точки пересечения кривых из системы 

.1,0,0)1(,0 2
344

2

2

1
===−=−⇔=⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
xxxxxxxx

yx

xy
 

 
Рис. 6.12 

Искомый объем есть разность двух объемов: объема  V1, 
полученного вращением криволинейной трапеции, ограниченной 
параболой  )10( ≤≤= xxy  и объема V2, полученного 
вращением криволинейной трапеции,  ограниченной параболой y = 
x2 ).10( ≤≤ x  
     Используя формулу (6.8), получаем 

( ) ( ) ∫∫∫ ∫ =π−π=π−π=−=
1

0

4
1

0

21

0

1

0

22
21 dxxxdxdxxdxxVVVx  

x10

y=x2

y

x=y2
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.
10
3)

5
1

2
1(

52
1
0

5
1
0

2

π=−π=π−π=
xx

 

4. Координаты центра тяжести плоской пластинки 
Рассмотрим плоскую пластинку, имеющую форму криволинейной 
трапеции, ограниченной сверху кривой  y = f(x),  .bxa ≤≤  Будем 
предполагать, что пластинка является однородной с плотностью 
ρ  = const. 
      Масса такой пластинки вычисляется по формуле  

,)( Sdxxfm
b

a
ρρ == ∫  

где  S – площадь пластинки. 

      Координаты центра тяжести  С ( xc, yc)  однородной пластинки 
могут быть вычислены по формулам 

,
2
1,1 2dxy
S

ydxxy
S

x
b

a

b

a
cc ∫∫ ==  

где  S – площадь пластинки. 
 
 

ЗАДАЧИ ДЛЯ  УПРАВЛЯЕМОЙ 
 САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ  

 
1. Вычислить  интегралы 

а) ( )dxxx∫ −+
1

0

2 143 ;                       б) ∫

π
4

0

dcos2 xxx . 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 2xy =  и 
прямыми ( )04,0 ≥== xyx . 

3. Вычислить длину дуги полукубической параболы 2
3

)1( += xy  от 
1−=x  до 4=x . 

4. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox  
фигуры, ограниченной параболой 22 xy −=  и прямыми xy =  и 

0=x . 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ  №6 
 

 

10. Если ( )xF  - одна из первообразных функции ( )xf , то  
справедливо равенство 

а) ( ) )()( bFaFdxxf
d

с

−=∫ ;              б) ( ) axFbxFdxxf
b

a

⋅−⋅=∫ )()( ;  

в) ( ) CbFaFdxxf
b

a

++=∫ )()( ;       г) ( ) )()( aFbFdxxf
b

a

−=∫ . 

20.Значение определенного интеграла ∫
b

a

dxxf )( , если 

0)( ≤xf равно: 
a) длине дуги bxaxfy ≤≤= ),( ;   
б) длине отрезка [ ]ba, . 
в) площади криволинейной трапеции, ограниченной кривой 

0,,),( ==== ybxaxxfy ;  
г) площади криволинейной трапеции, взятой со знаком минус. 
 

30. Вычислить ( )∫ −+
1

1

5 44cos dxxx . 

 

4. На рисунке изображена криволинейная трапеция. Объем тела  
вращения вокруг оси Ox можно найти по формуле 

а) ∫
d

c

dxxg )(2 ;            б) ∫π
c

d

dxxg )(2 ; 

в) ∫π
d

c

dxxg )(2 ;          г) ∫
c

d

dxxg )( . 

 

5. Если кривая задана параметрическими уравнениями x = x(t),  

y = y(t), 21 ttt ≤≤ , то интеграл tyx
t

t
tt d)()(

2

1

22∫ ′+′ позволяет найти: 

а) площадь плоской фигуры;       б) объем тела вращения;  
в) длину дуги кривой;                   г) площадь поверхности вращения.   

o 

y=g(x) 

dc

y 

x
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6. Интеграл ∫ +

1

0 52x
dx равен: 

а) Cx ++ 52ln ;                                   б) 52ln +x ;  

в) 5ln
2
17ln

2
1

− ;                                  г) 7ln
2
15ln

2
1

− . 

 

7. Вычислить ∫
15

14

dx . 

 

8*. Площадь фигуры, изображенной на рисунке находится по    
формуле  

а) ∫=
2

0

2dxxS ;             б) ∫=
4

0

ydyS ; 

в) ( )∫ −=
2

0

24 dxxS ;   г) ∫=
4

0

2dxxS . 

 
 

9*. Длина линии xy = между точками ( )0;0O  и ( )1;1A  
вычисляется  с помощью интеграла 

а) ∫ +=
1

0 4
11 dx
x

l ;                            б)  ∫ +=
1

0

2

2
31 dxxl ;   

в) ∫ +=
1

0

21 dxxl ;                               г) ∫ +=
0

1 4
11 dx
x

l . 

  
 

10*. Формула интегрирования по частям в определенном интеграле 
имеет вид 

а) ∫∫ −=
b

a

b

a

vduuvudv ;                          б)  ∫∫ +=
b

a

b

a

vduuvudv ;   

в) ∫∫ −=
b

a

b
a

b

a

vduuvudv ;                       г) ∫∫ +=
b

a

b
a

b

a

vduuvudv . 

 

y=x2

2-2 

y 

xo 

y=4
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Модуль 7. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§ 1. Определение функции нескольких переменных.  
Предел и непрерывность. 

 
Пусть D  – некоторое множество точек ),( yxM  плоскости (дву-

мерного арифметического пространства 2R ). 
Определение. Если каждой точке ),( yxM  из области D  по 

некоторому закону f  ставится в соответствие вполне определенное 
действительное число z , то говорят, что z  есть функция двух 
переменных x  и y  и пишут  

),( yxfz =  или )(Mfz = , где ),( yxM  – точка плоскости. 
Множество D  называется областью определения функции. 
Геометрическим изображением функции двух переменных 

является некоторая поверхность в трехмерном пространстве. 
Например, графиком функции 22 yxz +=  является эллиптический 
параболоид (см. справочник). 

Аналогично дается определение функции нескольких 
переменных для произвольного n . 

Всякая упорядоченная совокупность действительных чисел 
),,,( 21 nxxx K  называется точкой n –мерного арифметического 

пространства nR . Пусть D  – некоторое множество точек 
пространства nR . 

Определение. Если каждой точке ),,,( 21 nxxxM K  из области 
nRD ⊂  по некотрому закону f  ставиться в сответствие вполне 

определенное  число u , то говорят, что u  есть функция n  
переменных  и пишут  

),,,( 21 nxxxfu K=  или )(Mfu = , где ),,,( 21 nxxxM K  – точка 
n –мерного арифметического пространства. 
Например, объем V  прямоугольного параллелепипеда равен 

произведению длин его ребер zyx ,, , т. е. xyzV = . Следовательно, 
V  есть функция трех переменных zyx ,, . 

Функцию трех и большего числа переменных нельзя изобразить 
графически в трехмерном пространстве. 
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Определение. Число A  называется пределом функции 
),( yxfz =  в точке ),( 000 yxM , если для каждого числа 0>ε  най-

дется такое число )(εδδ = , что при δ<−< ||0 0xx  и δ<−< ||0 0yy  
выполняется неравенство ε<− |),(| Ayxf . При этом пишут 

)(lim),(lim
0

0
0

MfyxfA
MM

yy
xx →

→
→

== . 

Определение. Функция ),( yxfz =  называется непрерывной в 
точке ),( 000 yxM , если функция ),( yxf  определена в этой точке и 
существует  

).,(),(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx

=
→
→

 

Аналогичные определения имеют место и для функции 
),,,( 21 nxxxfu K=  произвольного числа n  переменных. 

 
§ 2. Частные производные функции нескольких переменных 

 
Пусть ),( yxfz =  – функция двух переменных. Дадим 

независимой переменной x  приращение xΔ , оставляя при этом 
переменную y  неизменной. Тогда z  получит приращение 

),(),( yxfyxxfzx −Δ+=Δ , 

которое называется частным приращением z  по x .  
Аналогично, если независимой переменной y  дадим 

приращение yΔ , оставляя при этом неизменной переменную x , то 
z  получит приращение  

),,(),( yxfyyxfzy −Δ+=Δ  
называемое частным приращением z  по y . 

Определение. Частной производной по x  от функции z  
называется предел отношения частного приращения zxΔ  к 
приращению xΔ  при стремлении xΔ  к нулю. 

Эта производная обозначается одним из символов 

x
z
∂
∂ , xz′ , 

x
f
∂
∂ , ),( yxfx′ . 
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Таким образом, по определению, 

x
yxfyxxf

x
z

x
z

x

x

x Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
∂
∂

→Δ→Δ

),(),(limlim
00

. 

Аналогично определяется частная производная от функции 
),( yxfz =  по переменной y : 

y
yxfyyxf

y
z

y
z

y

y

y Δ
−Δ+

=
Δ

Δ
=

∂
∂

→Δ→Δ

),(),(limlim
00

. 

Она обозначается одним из символов 

y
z
∂
∂ , yz′ , 

y
f
∂
∂ , ),( yxf y′ . 

В общем случае частной производной первого порядка функции 
),,,( 21 nxxxfu K=  по переменной kx  называется предел 

k

nknkk

xk

x

xk x
xxxfxxxxf

x
u

x
u

k

k

k Δ
−Δ+

=
Δ

Δ
=

∂
∂

→Δ→Δ

),,,,(),,,,(
limlim 11

00

KKKK
. 

Так как при вычислении частных производных все переменные, 
кроме одной, считают постоянными, то для частных производных 
сохранаяются все правила и формулы дифференцирования функции 
одной переменной.  

Пример 7.1. Найти частные производные функции 
y
xyxz += 2 . 

Решение. Полагая  const=y , находим 

y
xy

x
z 12 +=
∂
∂ . 

Полагая const=x , находим  

2
2

2
2 )1(1

y
xx

y
xx

y
z

−=−+⋅=
∂
∂ . 

Пример 7.2. Найти значения частных производных функции 
xyzyxu ++= )ln( 22  в точке )0,1,1( −M . 

Решение. Полагая const=y , const=z , (в дальнейшем условимся 
писать c  вместо const ) находим 
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10
11

221)02(1
2222,

=+
+

=+
+

=⋅++
+

=
∂
∂

= Мczy
yz

yx
xyzx

yxx
u . 

Аналогично находим  

10
11

221)20(1
2222,

−=+
+
−

=+
+

=⋅++
+

=
∂
∂

= Mczx
xz

yx
yxzy

yxy
u . 

110
,

−==⋅+=
∂
∂

= Mcyx
xyxy

z
u . 

Предположим, что функция ),( yxfz =  имеет непрерывные 
частные производные 

),( yxf
x
z

x′=
∂
∂ ,     ),( yxf

y
z

y′=
∂
∂ . 

Эти производные в свою очередь являются функциями 
независимых переменных x  и y . Будем называть ),( yxfx′  и 

),( yxf y′  частными производными 1-го порядка. 
Частными производными 2-го порядка называются частные 

производные от частных производных 1-го порядка. 
Для функции ),( yxfz =  двух переменных можно найти 

четыре частные производные 2-го порядка, которые обозначаются 
следующим образом: 

);,(2

2

yxf
x

z
x
z

x xx′′=
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂    

);,(
2

yxf
yx
z

x
z

y xy′′=
∂∂

∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂  

);,(
2

yxf
xy
z

y
z

x yx′′=
∂∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂   

).,(2

2

yxf
y

z
y
z

y yy′′=
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂      

В общем случае смешанные частные производные могут не 
совпадать, однако для них справедлива теорема: 

смешанные 
частные 
производные 
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Теорема. Если смешанные частные производные xyf ′′  и yxf ′′  
непрерывны в некоторой точке ),( yxМ , то они равны, т. е. 

),(),( yxfyxf yxxy ′′=′′ . 

Аналогично, частными производными −n го  порядка 
называются частные производные от частных производных 

−− )1(n го порядка.  

Их обозначают  n

n

x
z

∂
∂ ,  

yx
z

n

n

∂∂
∂
−1 , 22 yx

z
n

n

∂∂
∂
−  и т. д. 

Частные производные любого порядка, взятые по различным 
переменным,  называются смешанными. 
Пример 7.3. Найти частные производные 2-го порядка функции 

)1sin(23 ++= xyyxz . 
Решение. Последовательно находим 

);1cos(3 22 ++=
∂
∂

=
xyyyx

x
z

cy
          );1cos(2 3 ++=

∂
∂

=
xyxyx

y
z

cx
 

( ) );1sin(6)1cos(3 2222
2

2

+−=++
∂
∂

=
∂
∂

=
xyyxyxyyyx

xx
z

cy
 

( ) );1sin()1cos(6)1cos(3 222
2

+−++=++
∂
∂

=
∂∂

∂
=

xyyxxyyxxyyyx
yyx

z
cx

 

( ) )1sin()1cos(61cos(2 23
2

+−++=++
∂
∂

=
∂∂

∂
=

xyyxxyyxxyxyx
xxy

z
cy

;

( ) )1sin(2)1cos(2 233
2

2

+−=++
∂
∂

=
∂
∂

=
xyxxxyxyx

yy
z

cx
. 

 
§ 3. Дифференциал функции нескольких переменных 

 
Рассмотрим функцию ),( yxfz = . Дадим аргументу x  

приращение xΔ , а аргументу y  приращение yΔ . Тогда  z  получит 
приращение ),(),( yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ , которое называется 
полным приращением функции z . 

Предположим, что ),( yxf  в точке ),( yxM  имеет непрерывные 
частные производные. 
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Определение. Дифференциалом 1-го порядка функции 
),( yxfz =  называется главная часть полного приращения zΔ  этой 

функции, линейная относительно xΔ  и yΔ , обозначается символом 
zd  или fd и вычисляется по формуле  

y
y
zx

x
zzd Δ

∂
∂

+Δ
∂
∂

= .                                    (7.1) 

Так как дифференциалы независимых переменных совпадают с 
их приращениями, т.е. xx Δ=d , yy Δ=d , то формулу (7.1) можно 
записать в виде: 

dy
y
zdx

x
zzd

∂
∂

+
∂
∂

= .                                      (7.2) 

Дифференциалом 2-го порядка функции ),( yxfz =  называется 
дифференциал от ее дифференциала 1-го порядка и обозначается 

)( zz ddd2 = . 

Если все частные производные 2-го порядка функции ),( yxfz =  
непрерывны, то имеет место формула: 

    2
2

22
2

2

2
2 2 y

y
zyx

yx
zx

x
zz ddddd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

= .                 (7.3) 

Аналогично определяется дифференциал n –го порядка: 

)d(dd 1zz -nn = . 

Пример 7.4. Найти дифференциалы 1-го и 2-го порядков функции 

y
xyz += 2x . 

Решение. Найдем частные производные 1-го и 2-го порядков:         

y
yx

x
z 12 +=
∂
∂ ,                   2

2

y
xx

y
z

−=
∂
∂ ; 

;202122

2

yy
y

xy
xx

z
cy

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

=
∂
∂

=
 

;1212 2

2

y
x

y
xy

yyx
z

cx
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

=
∂∂

∂
=
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3
3

2
2

2

2 2)2(0
y
xyx

y
xx

yy
z

cy
=−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

=
∂
∂ −

=
. 

Следовательно, дифференциалы 1-го и 2-го порядков запишутся 
в виде: 

dy
y
xxdx

y
xyz )()12(d 2

2 −++= , 

2
32

22 2)12(22 y
y
xyx

y
xxyz ddddd +−+= . 

 

§ 4. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
 

Касательной плоскостью к поверхности в ее точке 0M  
называется плоскость, которая содержит все касательные к кривым, 
проведенным на поверхности через эту точку. 

Нормалью к поверхности в точке 0M  называется прямая, 
проходящая через эту точку и перпендикулярная касательной 
плоскости, проведенной в данной точке. 

Если поверхность задана уравнением ,0),,( =zyxF то 
уравнение касательной плоскости в точке ),,( 0000 zyxM  имеет вид: 

0))(())(())(( 000000 =−′+−′+−′ zzMFyyMFxxMF zyx . 

 Уравнения нормали, проведенной к поверхности в точке 
),,( 0000 zyxM , запишутся следующим образом: 

)()()( 0

0

0

0

0

0

MF
zz

MF
yy

MF
xx

zyx ′
−

=
′
−

=
′
−

. 

Если поверхность задана уравнением ),( yxfz = , то уравнение 
касательной плоскости в точке ),,( 0000 zyxM имеет вид: 

)yy)(y,x(f)xx)(y,x(fzz yx 0000000 −′+−′=− , 

а уравнения нормали запишутся так: 

1),(),(
0

00

0

00

0

−
−

=
′
−

=
′
− zz

yxf
yy

yxf
xx

yx
. 



 119

Пример 7.5. Составить уравнения касательной плоскости и нормали 

к поверхности 01332 22 =+++++ yzxzxyyx  в точке ),,( 0000 zyxM , 

если .1,2 00 −== yx  

Решение. Подставляя 0x  и 0y  в уравнение поверхности, находим 
значение 0z : 

01)1(32)1(23)1(24 00
2 =+−++−⋅+−+ zz , 

откуда находим 10 =z . Следовательно, )1,1,2(0 −M  – точка 
касания. 

По условию задачи поверхность задана неявно. Обозначим 
),,( zyxF = 1332 22 +++++ yzxzxyyx  и найдем частные 

производные в точке )1,1,2(0 −M : 

,32 zyxFx ++=′                           21)1(322)( 0 =+−+⋅=′ MFx , 

,334 zxyFy ++=′                        51323)1(4)( 0 =⋅+⋅+−⋅=′ MFy , 

,3yxFz +=′                                  1)1(32)( 0 −=−⋅+=′ MFz . 

Подставляя найденные значения частных производных в уравнение 
касательной плоскости:  

                 0))(())(())(( 000000 =−′+−′+−′ zzMFyyMFxxMF zyx ,  

получим искомое уравнение касательной плоскости: 

02520)1(1)1(5)2(2 =+−+⇔=−−++− zyxzyx , 

а уравнения нормали имеет вид: 

1
1

5
1

2
2

−
−

=
+

=
− zyx . 
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§ 5.  Экстремум функции двух переменных 

Определение. Функция ),( yxfz =  имеет максимум в точке 
),( 000 yxM , если существует такая окрестность этой точки, что для 

любых точек ),( yxM  из этой окрестности выполняется неравенство 
),(),( 00 yxfyxf ≥ . 

 
Рис.7.1. 

Определение. Функция ),( yxfz =  имеет минимум в точке 
),( 000 yxM , если существует такая окрестность этой точки, что для 

любых точек ),( yxM  из этой окрестности выполняется неравенство 
),(),( 00 yxfyxf ≤ . 

 
Рис.7.2. 

O 
у 

х

z 

M0(x0, y0) 

0
у 

z

х M0(x0, y0) 
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Точки максимума и минимума называют точками  экстремума, 
а значения функции в этих точках называются  экстремальными. 

Теорема 1 (необходимые условия экстремума). Если 
дифференцируемая функция ),( yxfz =  имеет экстремум в точке 

),( 000 yxM , то ее частные производные в этой точке равны нулю,  

т. е. 0
0

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

Mx
z ,     0

0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

My
z . 

Функция ),( yxfz =  может иметь экстремум и в точках, где 
функция непрерывна, но частные производные не существуют. 

Точки, в которых 0=
∂
∂
x
z  и 0=

∂
∂
y
z , называются стационарными 

точками функции ),( yxfz = .  
 
Теорема 2 (достаточные условия экстремума). Пусть 

),( 000 yxM  является стационарной точкой функции ),( yxfz =  и в 
ее окрестности существуют непрерывные частные производные 
 2-го порядка. 

 Обозначим  A
x
z

M

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

0

2

2

, B
yx
z

M

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂

0

2

, C
y

z

M

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

0

2

2

 и составим 

определитель 2BAC
CB
BA

−==Δ . Тогда: 

1) если 0<Δ , то в точке 0M  нет экстремума; 

2) если 0>Δ , то в точке 0M  есть экстремум, причем 
максимум при 0<A  и минимум при 0>A ; 

3) если 0=Δ , то требуется дополнительное исследование.  
 
Пример 7.6. Исследовать на экстремум функцию xyyxz 333 −+= . 

Решение. Находим частные производные 1-го порядка  

yx
x
z 33 2 −=
∂
∂ ;                   .33 2 xy

y
z

−=
∂
∂  
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Стационарные точки найдем из системы уравнений 

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−

,0

,

,0

,0

,033

,033
4

2

2

2

2

2

xx

xy

xy

yx

xy

yx
  

.1,0,1,00)1( 2121
3 ====⇒=− yyxxxx  

Получили две стационарные точки: )0;0(1M  и )1;1(2M .  
Находим частные производные 2-го порядка: 

x
x

z 62

2

=
∂
∂ , 3

2

−=
∂∂

∂
yx
z , y

y
z 62

2

=
∂
∂ . 

Исследуем каждую стационарную точку. 
1) В точке )0;0(1M  имеем: 0=A , 3−=B , 0=C .  

Тогда 092 <−=−=Δ BAC .  
Так как 0<Δ , то в этой точке нет экстремума. 

2) В точке )1;1(2M  имеем: 6=A , 3−=B , 6=C .  
В этом случае 027936 >=−=Δ .  
Так как 0>Δ  и 0>A , то в этой точке функция имеет минимум 

1311)1;1(min −=−+== zz . 
 

ЗАДАЧИ ДЛЯ  УПРАВЛЯЕМОЙ 
 САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ  

 
1. Найти частные производные  

    а) 3sin 322 +++= xxyyxz ;               б) xyyzyzxxyu 42 222 +−= . 

2. Найти дифференциалы 1-го и 2-го порядков функции 
22ln yyxyxz ++= . 

3. Составить уравнения касательной и нормали к поверхности 
0122 22 =+++− xxzyxzy  в точке ),,( 0000 zyxM , где 

.2,1 00 =−= yx  

4. Найти экстремум заданной функции 14322 +−−++= yxxyyxz . 
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КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №7 
 

10 Графику какой функции принадлежит точка  М(-1, 2, 0)? 
а) 024 2 =+− xzxy ;                      б) 53 =−+ yxz ;  
в) 522 −−= yxxz ;                        г) 732 −−= yxxz . 

20 Для функции 154 2 ++= yxyz  найти 
x
z
∂
∂ . 

30. Если для функции ),( yxfz =  в некоторой точке ( )000 , yxM  вы-
полняются условия 0=′=′ yx ff , то точка ( )000 , yxM  является: 
а) точкой экстремума;                   б) точкой перегиба;  
в) стационарной точкой;               г) точкой разрыва. 
4. Полный дифференциал функции 12 ++= xyxyz  равен: 
а) ( ) ( ) yxyxxyyz dd2d +++= ;    б) ( ) ( ) yxyxxyyz d12d1d 2 +++++= ; 

в) ( ) ( ) yxyxxyyz d2dd 2 +×+= ;    г) ( ) ( ) yxyxxyyz d2dd 2 +++= . 

5. Найти стационарную точку функции 922 −+= yxz . 
а) ( )1,1A ;              б) ( )9,1 −A ;          в) ( )9,1 −−A ;         г) ( )0,0A .  
6. Если точка ( )000 , yxM  является точкой экстремума функции 

),( yxfz =  и в этой точке 02

2

>
∂
∂
x

z , то ( )000 , yxM  является точкой 

а) максимума;      б) минимума;        в) перегиба;         г) выпуклости. 

7*. Вычислить 
yx
z
∂∂

∂ 2

 в точке ( )0,1O   для функции 

yxyxz ++= 42 sin . 
а)0;                        б)1;                        в)14;                     г) 2. 
8*. Уравнение касательной плоскости в точке М(1,2) к поверхности 

),( yxfz =  имеет вид: 
а) ( ) ( ) ( ) )2(2,1)1(2,12,1 −′+−′=− yfxffz ;  
б) ( ) ( ) )2(2,1)1(2,1)2,1( −′+−′=− yfxffz yx ;   
в) ( ) ( ) )2(2,1)1(2,1)2,1( −+−=− yfxffz ;   
г) ( ) ( ) )2(2,1)1(2,1 −′−−′= yfxfz yx . 
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ИТОГОВЫЙ КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ №2 
 

1. Если ),( yxfz = - непрерывная функция, то предел 

x
yxfyxxf

x Δ
−Δ+

→Δ

),(),(lim
0

  называется  

а) частным дифференциалом;    б) производной функции 
),( yxfz = ; 

в) частной производной функции по переменной х; 
г) полным дифференциалом функции. 

2. Найти 
у
z
∂
∂ функции 22 yxxyz ++= . 

3. Составить полный дифференциал функции xyexyz += 5 . 

а) 
у
z
∂
∂ = xex xy+5 ;             б) =dz ( )dxyey xy+5 + ( )dyxex xy+5 ;  

в) 
x
z
∂
∂ = yey xy+5 ;             г) =dz  ( )dyyey xy+5 + ( )dxxex xy+5 . 

4. Записать уравнение нормали к поверхности 22 yxxyz −+=  в 
точке  ( )1;1;1A .  

5. Найти стационарные точки функции yyxxz 22 22 −++= . 

6. Какая функция является первообразной функции 5)( 4 += xxf ? 

 а) ( )
5

5xxF = ;                  б) ( ) xxxF 5
5

5

+= ; 

 в) xxxF 55)( 5 += ;        г) xxxF 5)( 5 += . 

7. Найти ( )( ) =′∫ dxx6cos  

8. Найти  интеграл ∫ + 42x
dx . 

а) 
22

1 xarctg +С;   б) 
44

1 xarctg +С;   в) 
42

1 xarctg +С;    г)
x

arctg
x

21 +С. 

9.Интеграл ( ) dxex x∫ + 312  можно найти с помощью: 

а) замены tx =+12 ;                         б) замены xet 3= ; 
в) формулы интегрирования по частям, где 12 += xu ;  
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г) формулы интегрирования по частям, где xeu 3= . 
10. Найти  интеграл ∫ xdx3sin . 

11. Интеграл xdx∫ 4sin  можно найти с помощью: 

а) подстановки tx =sin ;        б) универсальной подстановки txtg =
2

; 

в) формулы ( )xx 2cos1
2
1sin 2 −= ;      г) формулы xx 22 cos1sin −= . 

12.Вычислить dx
x

x∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

1

0

3 214 . 

13. Интеграл  ∫ +

3

2 5x
dx равен: 

а) 7ln8ln − ;               б) 8ln7ln − ;                   в) 1;                      г) -1. 
 

14. Площадь фигуры, изображенной на рис., находится по формуле 

    12 −= xy           а) ∫
−

−
1

1

2 )1( dxx ;        б) ∫
−

+
1

1

2 )1( dxx ;    

        в) ∫
−

−
1

1

2 )1( dxx ;         г) ∫
−

1

1

2dxx .        

 
 

15. Объем тела, полученного при вращении криволинейной трапе-
ции, изображенной на рис., вокруг оси Ox  можно найти с помощью 
интеграла  

а)   ∫
a

dxxf
0

)( ;      б) ∫π
a

dxxf
0

2 )( ; 

в) ∫
a

dxxf
0

2 )( ;     г) ∫
a

dxxf
0

2 )(
2
1 . 

 

16. Если дуга кривой L  задана уравнением xy ln= , ,0 ex ≤≤  то ее 
длину можно найти по формуле 

а) ∫ +
e

dxx
1

2ln1 ;     б) ∫ +
e

dxx
1

ln1 ;      в) ∫ +
e

dx
x1

2

11 ;      г) ∫ +
e

dx
x1

11 . 

-1 
-1 1 

0 

o 

y=f(x) 

a

y 

x
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КРАТКИЙ СПРАВОЧНИК 

Скалярное, векторное и смешанное произведения векторов 

Скалярное произведение 

1. Определение Число ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅=⋅
∧

bababa ,cos  

2. Основное геометрическое свой-
ство 

Признак ортогональности 
векторов 

baba ⊥⇔=⋅ 0  

3. 

Формула для вычисления через 
координаты сомножителей, где 

),,(),,,( 222111 zyxbzyxa ==
 

212121 zzyyxxba ++=⋅  

4. Приложение к задачам геомет-
рии 

Угол между векторами 

ba
baba
⋅

⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

,cos  

Проекция вектора на вектор 

b
baaпрb
⋅

=  

5. Приложения к задачам механи-
ки 

Работа силы 
sFA ⋅=  
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Векторное произведение Смешанное произведение 

Вектор bac ×=  

1) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅=
∧

babac ,sin , 

2) bcac ⊥⊥ , , 

3) cba ,, – правая тройка 

Число cbaсba ⋅×= )(  

Признак коллинеарности векторов 
baba ||0 ⇔=×  

Признак компланарности 
векторов 

сbaсba ,,0 ⇔=  - компла-
нарны 

222

111
zyx
zyx
kji

ba =×  

333

222

111

zyx
zyx
zyx

cba =  

Площадь параллелограмма 
         baS ×=        а  

                                             b  
 

Площадь треугольника 

 baS ×=Δ 2
1

      а  

                            
                                     b  

Объем параллелепипеда 
cbaV ⋅⋅=  

Объем пирамиды 

cbaV ⋅⋅=
6
1

 

                   с  
                      а  
                     
                           b  

Момент силы 
FАВМ ×=              В      F  

 
 
                             А 
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Кривые второго порядка 
Окружность 

22
0

2
0 )()( Ryyxx =−+−  

  
      y  
 
 
 
 
      O                  R                   x  

                 ),( 00 yxC  

 
 
 R -  радиус окружности, 

),( 00 yxC  - центр окружности. 
 
 

Рис. 2.10 

Эллипс 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 

                               y  

 
 
    b             1F                    2F  

               c−         O          c                 x  
 
                                                
                                               a  

a  - большая полуось, 
b  - малая полуось, 

)0,( ),0,( 21 cFcF −  - фокусы, 
222 bac −= . 

Рис. 2.11 
Гипербола 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 

 
                                 y  

     x
a
b

y −=                      x
a
b

y =        

 
                F1                     b          F2 

 

             c−           O                   c              x  
                                             a  
                                             
                                            
 
a  - действительная полуось, 
b  - мнимая полуось, 222 bac += , 

)0,( ),0,( 21 cFcF −  - фокусы, 

x
a
by ±=  - асимптоты      Рис. 2.12 

Парабола 
)0( 22 >= ppxy  

 
                y  

    D 
 
 
 
                                 F 
 

  
2
p

−    O           2
p

                             x  

 
 
 
 
р – параметр параболы, 

2
 : pxD −=  - директриса, 

)0,
2

( pF  - фокус.      Рис. 2.13 
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Поверхности второго порядка 

 
 

Эллипсоид  

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x  

 
Рис .  2.17

 
 

        Однополосный  
          гиперболоид  

 

      12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x

 
 
 
Рис .  2.18  

 
 

      Двуполостный   
        гиперболоид  

    12

2

2

2

2

2

−=−+
c
z

b
y

a
x  

 
 
 

                  Рис .  2.19  

z

o с

x 

-с y 

o b 
a y 

x 

z 

b 
y 

c 

a 

x 

o 

z 
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 Эллиптический  
параболоид  

      z
b
y

a
x 22

2

2

2

=+  

 
 
Рис .  2.20 

 

 
 

Конус  второго  
 порядка  

02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x  

 
 
 
 
Рис .  2.21 

 

 
Гиперболический       

параболоид   
         (седло)  

    z
b
y

a
x 22

2

2

2

=−  

 
 

Рис .  2.22 

o 

z 

x 

y 

z 

o 

x y 

z 

o 

x 
y 
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Эллиптический  
цилиндр  

 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x  

 
 
Рис .  2.23

 
 

Гиперболический  
цилиндр  

12

2

2

2

=−
b
y

a
x  

 
 
 
Рис .  2.24

 
Параболический  

    цилиндр  
 

pyx 22 =  

 
 
 
 

Рис .  2.25  

o 
y 

x 

z 

y 

x 

z 

o 

y 
x 

z 

o 
b 

a 
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Простейшие формулы аналитической геометрии 

№ 
п
/
п 

Схематический 
чертеж Формулы Комментари

и 

1. 

         y                           B    
               
 

          А                 
          0                    x 

22 )()(|| ABAB yyxxAB −+−=
 

Расстояние 
между 
двумя 
точками 
А(xA,yA) и 
В(xВ,yВ) 

2. 

 
           y                       B 

                          C 
                  
         A 

          0                     x 

λ+
λ+

=
1

BA
C

xx
x , 

λ+
λ+

=
1

BA
C

yy
y  

Деление    
отрезка в  
заданном    
отношении 

(λ = AC/CB) 

3. 

                             
y                       B 

         
             C 

                     
                A 
     0                          x 

2
BA

C
xx

x
+

= , 

2
BA

C
yyy +

=  

Деление 
отрезка 
пополам 
(λ = 1) 

 

4. 

  
         y     y1      M 

               
                                 
x1          
      b        01                 
 
       0     a                x 

byy
axx

+=
+=

1

1  

Преобразован
ия координат 

при 
параллельно
м переносе 
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Прямая на плоскости 

№ 
п/п 

Схематический 
чертеж 

Формулы Комментарии 

1 2 3 4 

1 

    y 
               
 

            
        α     b 

0                        x 

)( αtg=
+=

k
bkxy

 

Уравнение 
прямой с 
угловым 

коэффициентом 
(k) 

2 

    y 
                    

                       М0(x0, y0) 
 

           
       0                        x   

)( 00 xxkyy −=−
 
 

Уравнение   
прямой, прохо-
дящей через 

заданную точку 
М0(x0, y0) в    
заданном      

направлении (k) 
 

3 

    y 
 
                     М2(x2, y2) 
                 
        М1(x1, y1) 
        0                          x 

 

12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
−

 

Уравнение   
прямой, прохо-
дящей через две 
заданные точки 

М1 и М2. 

4 

     y   
          
 

   b 
 

        0                        x 
                      a 

1=+
b
y

a
x  

Уравнение 
прямой в 
отрезках на 

осях 

5 

     у 
 

),( BAn =
r  

 
 
       0                        x 

)0(

0
22 ≠+

=++

BA

CByAx
 

Общее 
уравнение 
прямой 
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6 

    y     l1            l2 
     ϕ          

 
            

                α          β 
     0                       x 

 

21

12

1
tg

kk
kk
⋅+

−
=ϕ  

Угол между 
двумя прямыми 
l1: ,11 bxky +=  
l2: .22 bxky +=  

7 

    y 
                  l1     l2         
                     

 
           

     0                       x 
   

21 kk =  
Условие парал-
лельности двух 

прямых 

8 

    y         l1                   l2 
 
                    

 
 
     0                       x 

2
1

1
k

k −=  
Условие       

перпендику-
лярности двух 

прямых 

9 

     y   
                    
                           М0 
    l              d 
 

 
     0                       x   

22
00

BA

CByAx
d

+

++
=

 

Расстояние от 
точки М0 (x0, y0) 
до прямой l: 

Ax + By + C = 0 

10 

     y 
                 B 
                 
           A 
 

x 
AB

AB

xx
yyk

k

−
−

=

= αtg
 

Угловой коэф-
фициент пря-
мой, проходя-
щей через две 
заданные точки 
А(xА, yА), В(xВ, 
yВ) 
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Плоскость и прямая в пространстве 

№ 
п/п 

Схематический 
чертеж 

Формулы и комментарии 

1 2 3 

1 

                z 
 
),,( CBAn =

r  
 
 

0  
                  у 

    x 

Уравнение плоскости, проходящей 
через заданную точку М0(x0, y0, z0) – 
перпендикулярно вектору нормали 

),,( CBAn =
r : 

0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA  

2 

                    z 
                   

),,( CBAn =
r  

 
 
                    0        y 
       х                      

Общее уравнение плоскости 

)0(

0
222 ≠++

=+++

CBA

DCzByAx
 

3 

                z  
                        M2 

     M1 
 
                       M3 
                0                y 
     x 

Уравнение плоскости, проходящей 
че- рез три точки М1(x1, y1, z1), М2(x2, 
y2, z2),  М3(x3,y3, z3) 

0

131313

121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx
 

 

4 

z 
                

 
 
 
              0                        
                                  y 
   x 
 

Уравнение плоскости в отрезках 

1=++
c
z

b
y

a
x , 

где a, b, c – величины направленных 
отрезков, отсекаемых плоскостью на 

координатных осях 

      с 
              b 
a    0 

 
М0(x0,y0,z0) 
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5 

            z   
 

 
 
 
             0                  y 
x 

Угол между двумя плоскостями 

0:
,0:

22222

11111

=++++
=++++

DzCyBxAP
DzCyBxAP  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
=ϕ  

6 

           z  
 

 
 
 
              0                  y 
 
x 

Условие параллельности двух 

плоскостей 

⇔21 || PP   
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

==  

7 

            z  
 

 
 
            0                     y 
  x 

Условие перпендикулярности двух 
плоскостей 

⇔⊥ 21 PP 0212121 =++ CCBBAA  

 

8 

                 z 
                         М0    
 
 
 
             0                    y 
 
  x 

Расстояние от точки М0(x0,y0, z0) до 
плоскости 0=+++ DCzByAx  

222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=  

9 

             z   
 ),,( pnms =
r  

                
              М0(x0, y0, z0) 
 
           0                      y 
   x 

Канонические уравнения прямой в 
пространстве: 

,000

p
zz

n
yy

m
xx −

=
−

=
−

 

где ),,( pnms =
r – направляющий век-

тор прямой 
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10 

             z   
),,( pnms =

r  
       
М0(x0, y0, z0) 
                                  y 
                0 
 x 
 

Параметрические уравнения прямой 

в пространстве: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

,
,
,

0

0

0

ptzz
ntyy
mtxx

 где t– параметр 

 

11 

           z   
 

 
 
 
             0                    y 
 
   x 

Общие уравнения прямой в про-

странстве: 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

,0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA  

222

111

CBA
CBA
kji

S

rrr

r
=  

 
12              z 

                         М2         
 
          М1 
           
                0              y 
 
x 

Уравнения прямой, проходящей че-

рез две данные точки 

М1(x1, y1, z1), М2 (x2, y2, z2) 

12

1

12

1

12

1
zz

zz
yy

yy
xx

xx
−

−
=

−

−
=

−

−
 

13 

             z   
                     1s

r       2sr  

                  2l             1l  
                              
                                
                 0              y 
                  
     x 

Угол между двумя прямыми 

,:
1

1

1

1

1

1
1 p

zz
n

yy
m

xx
l

−
=

−
=

−
 

,:
2

2

2

2

2

2
2 p

zz
n

yy
m

xx
l

−
=

−
=

−  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
pnmpnm

ppnnmm

++⋅++

++
=ϕ  
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14 

           z  

         1l  
                       2l  
 
                 0                y 
 x 
 

Условие перпендикулярности двух 
прямых 

⇔⊥ 21 ll      0212121 =++ ppnnmm  

15 

               z  
                        l1 
                              l2 
                             
                     0            y 
             x           

Условие параллельности двух пря-
мых 

l1 ||   l2      
2

1

2

1

2

1

p
p

n
n

m
m

==⇔  

Частные случаи расположения плоскости,  
определяемой общим уравнением 0=+++ DCzByAx : 

1. Плоскость параллельна оси Ох. 

  
А=0 

Общее уравнение: 0=++ DCzBy  

2. Плоскость параллельна оси Оy.  

 
B=0 

Общее уравнение: 0=++ DCzAx  
3. Плоскость параллельна оси Оz. 

 
C=0 

Общее уравнение: 0=++ DByAx  

4. Плоскость перпендикулярна оси 
Оz (параллельна плоскости xOy) 

 
А=В=0 

Общее уравнение: 0=+ DCz  

Х
Y 

Z

Х

Z

Y

Х

Z

Y 

Z

Х Y
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5. Плоскость перпендикулярна оси 
Оy (параллельна плоскости xOz). 

 
А=С=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=+ DBy  

6. Плоскость перпендикулярна оси 
Оx (параллельна плоскости yOz). 

 
С=В=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=+ DAx  

7. Плоскость проходит через ось Ох 

 
А=D=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=+ CzBy  

8. Плоскость проходит через ось Оy 

 
B=D=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=+ CzAx  

9. Плоскость проходит через ось Оz 

 
C=D=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=+ ByAx  

10. Плоскость проходит через 
начало координат 

 
D=0 

Общее уравнение будет иметь вид: 
0=++ CzByAx  

Х

Z

Y

Х 

Z

Y

Х 

Z 

Y

Х

Z

Y 

Х

Z

Y

Х

Z

Y 
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Таблица производных основных элементарных функций 

В приводимой ниже таблице: constc = ; R∈α ; 0>a , 1≠a ; )(xuu = . 
Производные основных  
элементарных функций 

Производные сложных функ-
ций 

0=′c ; 1=′x ;  

( ) 1−αα α=
′

xx ; ( ) uuu ′α=
′ −αα 1 ; 

( )
x

x
2

1
=

′ ; ( ) u
u

u ′=
′

2
1 ; 

( ) aaa xx ln=
′

; ( ) uaaa uu ′=
′

ln ; 

( ) xx ee =
′

; ( ) uee uu ′=
′

; 

( )
ax

xa ln
1log =′ ; ( ) u

au
ua ′=′

ln
1log ; 

( )
x

x 1ln =′ ; ( ) u
u

u ′=′
1ln ; 

( ) xx cossin =′ ; ( ) uuu ′⋅=′ cossin ; 

( ) xx sincos −=′ ; ( ) uuu ′⋅−=′ sincos ; 

( )
x

tgx 2cos
1

=′ ; ( ) u
u

tgu ′⋅=′
2cos

1 ; 

( )
x

ctgx
2sin

1
−=′ ; ( ) u

u
ctgu ′⋅−=′ 2sin

1  

( )
21

1arcsin
x

x
−

=′ ; ( ) u
u

u ′⋅
−

=′
21

1arcsin ; 

( )
21

1arccos
x

x
−

−=′ ; ( ) u
u

u ′⋅
−

−=′
21

1arccos ; 

( )
21

1
x

arctgx
+

=′ ; ( ) u
u

arctgu ′⋅
+

=′ 21
1 ; 

( )
21

1
x

arcctgx
+

−=′ ; ( ) u
u

arcctgu ′⋅
+

−=′
21

1 . 

 
 



 141

Таблица неопределенных интегралов 

1. ∫ += Cuud  2. ∫ =Cud0  

3. 
Cuuu +

+α
=∫

+α
α

1
d

1
 ( 1−≠α э0 

∫ += Cu
u
u lnd  

4. 
∫ +−= C

uu
u 1d
2 ,   

∫ += Cu
u
u 2d  

5. ∫ += C
a

aua
u

u

ln
d , 

( 1,0 ≠> aa ) 
6. ∫ += Cu uu ede  

7. ∫ +−= Cuuu cosdsin  8. ∫ += Cuuu sindcos  

9. ∫ += Cu
u

u tg
cos

d
2  10 ∫ +−= Cu

u
u ctg

sin
d

2  

11. ∫ +=
+

C
a
u

aua
u arctg1d

22

 
12. ∫ +

−
+

=
−

C
au
au

aua
u ln

2
1d

22

 

13. ∫ +
+
−

=
−

C
au
au

aau
u ln

2
1d

22

 
14. ∫ +=

−
C

a
u

ua

u arcsind
22

 

15. Cauu
au

u
+++=

+
∫ 22

22
lnd  16. Cauu

au

u
+−+=

−
∫ 22

22
lnd  

17. Cu
u

u
+=∫ |

2
tg|ln

sin
d  18. ∫ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+= Cu
u

u
42

tgln
cos
d  

19. ∫ +−= Cuuu coslndtg  20. ∫ += Cuuu sinlndctg  
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ОТВЕТЫ 
КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №1 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
ВАРИАНТ 
ОТВЕТА г в в в б в г г в 

КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №2 
№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ВАРИАНТ 
ОТВЕТА б а а в а б б а б г 
№ 11 12 13 14 15     

ВАРИАНТ 
ОТВЕТА б б в г г     

КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №3 
№ 1 2 3 4 5 6 7 8 

ВАРИАНТ 
ОТВЕТА г а б г β

α  в в в 
КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №4 

№ 1 2 3 4 5 6 7 
ВАРИАНТ 
ОТВЕТА г б в б б а б 

ИТОГОВЫЙ КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ №1 
№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ВАРИАНТ 
ОТВЕТА -37 1 в б в 2 а 3 а в 
№ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

ВАРИАНТ 
ОТВЕТА б 5 4

1  в 12 в а г 1 б 
КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №5 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 
ВАРИАНТ 
ОТВЕТА б 55

1 xarctg  б б tx =+ 6  в а г 
КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №6 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ВАРИАНТ 
ОТВЕТА г г 0 в в в 1 в а в 

КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ ПО МОДУЛЮ №7 
№ 1 2 3 4 5 6 7 8 

ВАРИАНТ 
ОТВЕТА в y4  в г г б в б 

ИТОГОВЫЙ КОНТРОЛЬНЫЙ ТЕСТ №2 
№ 1 2 3 4 5 6 7 8 

ВАРИАНТ 
ОТВЕТА в yx 2+  б 1

1
1
1

3
1

−
−

=
−
−

=
− zyx  ( )1;1−  б x6cos  а 

№ 9 10 11 12 13 14 15 16 
ВАРИАНТ 
ОТВЕТА в x3cos

3
1

−  в 1 а в б в 
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